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Sur l’équation fonctionnelle f(xy)=/f(x)+ /().
Par

Wactaw Sierpinski (Warszawa),

1. Lé but de cette Note est de démontrer sans P’aide de
I'axiome de M. Zermelo le suivant

Théoréme. Toute fonction mesurable f(x) qui satisfait pour
tous les nombres réels © et y & Uéquation fonctionnelle

1) | Fa+y)=F(2)+7(y)

est de la forme Az ok A est une constamte ).

2. Nous allons démontrer. d’abord; sans nous appuyer sur

Paxiome de M. Zermelo, un lemme qui parait. intéressant
par lui-méme.

"Lemme. St deux ensembles mesurables lindaires P et Q sont
de mesure positive, il existe un point p dans P et un point ¢
dans Q tels que la distance entre p et q est rationnelle.

1) Ce théoréme a été démontré déja par M. Fréchet en 1913 dans
L’Enseignement Mathématique XV, p. 390. La démonstration de M. Tré-
chet utilise toutefois 'axiome de M. Zermelo, puisqu’elle s’appuie sur
le théordme d’aprés lequel la mesure de la, somme d'une infinité dénom-

brable d’ensembles mesurables sans points communs deux 4 deux est égale
a la somme des mesures de ceg ensembles.

[
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Démonstration. On peut admettre évidemment que la
mesure de l’ensemble P est finie. Celle de @ étant positive,
il existe un intervalle fini § tel que la partie de ¢ contenue
dans 6 est de mesure » positive. Evidemment »<{é.

Soit 4 la mesure de l’ensemble P. D’aprés la définition de
la mesure lebesguienne, il existe, pour le nombre positif e= uv/65,
une suite infinie d’intervalles 6,,8,,..., recouvrant P et dont
la somme des longueurs est < u-e:

(2) 0140+ .<p-+e ).

Nous pouvons supposer que la longueur de chacun de ces
intervalles est <6, puisqu’il suffirait au besoin de diviser les
intervalles J; en intervalles plus petits que 4. |

La série 6,4 d,+... étant convergente, il existe un indice
r tel que

(3) 5,-_;_1—}— 5r_|_2—[— oo <8

Désignons par R la partie de P recouverte par les inter-
valles 01, d,...,6,. Cest évidemment un ensemble mesurable,
puisque P est mesurable; 'ensemble R,=P —R est done aussi
mesurable. Or, il est clair que Pensemble R, est recouvert par
les intervalles 0y1,0,¢9,...; 82 mesure est done, d’apres (3), <e;
la mesure m(E) de R=P—R, est par conséquent >u—e.
Désignons par P; la partie de P contenue dans I’intervalle dp.
Nous aurons P;+ Py—+...+P,=R, donc

4)  m(P)+m(Po)t .t m(Pr) = m(R)>p—e.

M':: dr pour k=1,2,...,7,

on aurait d’aprés (2), le nombre u—e=u[1—(v/68)] étant
positif (puisque v<<d):

S lon ‘pvouvait avoir m(Pk)vg £

1 (Py) - m(Po) - ... m (Pr) < L8 (51+5z+...+6r)<ﬂ———é}

ute

contrairement & (4). On a done nécessaarement pour un indice n

m(P,)>E—
()>#+8

1) Nous ne faisons pas distinetion entre le symbole de l'intervalle et
celui de sa longueur 13 ol un malentendu n’est pas & craindre.
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Nous avons ainsi établi 'existence d’un intervalle d de lon-
gueur <9, tel que la partie 7' de ’ensemble P contenue dang d
est de mesure

H—E
(5) m(T)> M+8d.

Nous pouvons encore supposer que Dlintervalle d a desg
extremités rationnelles, puisqu’il suffirait de lallonger con-
venablement de chaque bout. Désignons par a et b les extré-
mités de d et considérons tous les intervalles

(6)  <at+kd, b+kd> ot k=0, 1, 42, ...

qui ont des points communs avec lintervalle 6. Dans chacun
d’eux, plagons un ensemble superposable aveec T par une
translation 4 une distance multiple de d. Soit § la somme des
ensembles ainsi obtenus. Nous voyons sans peine, en vertu
de (5), que

u—Ee

D étant la somme des longueurs des intervalles (6) recouvrant
Pintervalle .

Or, chacun des intervalles (6) étant de longueur d <6,
nous en concluons que

(8) D <8+24<36.

Si l'ensemble @ (contenu dans l'intervalle 6, done a plus
forte raison dans Pintervalle D) n’avait aucun point commun
avec l’ensemble § (qui est aussi contenu dang D), nous aurions

(9) m(Q)+m (8)=m(Q+8) < D;
d’autre part, d’aprés (7), nous avons

10 H—E
(10) m(@)+m(8)>v+47 D;
les inégalités (9) et (10) donnent donc
| e 2e
Pt P D

d’ol, selon (8),
v <6dg/u,

ce qui est impossible, puisqu’on a par hypothése &= uv/64.
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Par conséquent, les ensembles ;S et @ ont des points
communs. Or, en vertu de la définition de 8, tout point
de S (8’il n’appartient pas & T) peut étre obtenu dun
point de 7 par une translation 2 une distance multiple de la
longueur d. Cette derniére étant rationnelle (puisque a et b sont
rationnels), il en résulte que tout point de § est situé & une
distance rationnelle d'un point de l’ensemble T; partie de P.

Le point commun ¢ de S et ¢, dont Pexistence vient d’étre
établie, est donc un point de ¢ situé &4 une distance rationnelle
d’un point p de P, c. q.f. d.

Remarquons qu’il résulte sans peine de notre lemme qué
tout ensemble de mesure positive contient deux points dont
la distance est rationnelle?).

8. Démonstration dw théoréme. Admettons que la
fonction f(x) d’une variable réelle x satisfait pour tous les
et y réels 4 ’équation (1). Posons

(11) ¢ (2)=1(2) —=f(1).

En vertu de (1), la fonction ¢(x) satisfait pour' x et y réels
a l’équation fonctionnelle :

(12) p(z+y)=9@)+o(y)
et I’équation (12) donne par une induction facile
@ (@122t o+ @) =@ (01)+ @ (B2) + ... + @ (2n)

pour des nombres réels @,%,...,%,. En particulier, pour
Ty=Ly=...=Tp=—10, o0 & donc

(13) ¢ (nz)=ne ().

En posant dans (13) z=m/n ol m est un nombre naturel,
nous trouvons

(14) @ (m)=mnp (m[n).

1) Cf. W. Sierpinski, Sur un probléme de M. Lusin, Giornale di Ma-
tematiche 1917.
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Or, on a d’aprés (13) p(m)=me (1), et d’aprés (11) ¢ (1)=0;
on a done g(m)=0 et la formule (14) donne @(m/n)=0 pour )
m et n naturels, c.ad.

(15) o (r)=0

pour tout r rationnel positif.
Pour z=y=0, ’équation (12) devient ¢(0)=2¢(0), d'on

(16) @(0)=0;

pour y=—uz, ’équation (12) donne ¢(0)=¢(2)+ ¢(—=z), d’ou
selon (16)

(17) p(—a)=—p(z)

pour tout « réel. Il en résulte, en tenant compte de (16), que
la, formule (15) subsiste pour tout » rationnel.
On tire de (12) d’apres (15), pour tout = réel et r rationnel,

(18) plat+r)=gp(@).

Admettons maintenant que la fonction f(z) est mesurable
(au sens de M. Lebesgue). D’aprés (11), la fonction g¢(x)
est done aussi mesurable Je vais montrer que I'on a pour
tout x réel

(19) ¢ (@)=0.

Supposons, en effet, que'l’on ait pour un o réel
(20) o pla)o.

Soient F, et E, les ensembles de tous 1es nombres x pour
lesquels on a respectivement ¢(z)>0 et ¢(x)<0.

D’apres (17), B, et E, sont symétriques 'un & Vautre. (par
rapport au point 0 comme centre). Ils sont mesurables L L,
puisque la fonction ¢(z ) est mesurable; ils ont done la méme
mesure. En admettant que cette mesure egt positive, il exis-
terait en vertu du lemme un point , dans B, et un point x,

dans F, tels que #;, —z,=r, ol » et rationnel,
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Or, on a d’aprés (18) D’égalité ¢ ()= (xs+7)=g(xs),
impossible pour a;, appartenant & E, et z, & F,, car la défi-
nition de ces ensembles entraine ¢(z;)>0 et g@(x,)<0.

Les ensembles FE;, et E, sont donc de mesure nulle,
de méme que l’ensemble E=H,+~F, c.id. Pensemble de
tous les points o pour lesquels ¢(x)==0. Il en résulte que
Pensemble G de tous les points # pour lesquels on a ¢@(x)=0
est de mesure positive. L’ensemble H de tous les points z
pour lesquels on a

(21) g(z+a)=0

est (comme superposable avec () aussi de mesure positive.
Or, la formule (21) donne en vertu de (12)

¢(@)+¢(a)=0,

ce qui montre, d’aprés (20), que @(x)==0 pour tous les points
x de H. L’ensemble H de mesure positive serait donc contenu
dans I’ensemble F de mesure nulle, ce qui est impossible.

Nous avons ainsi démontré que l'existence d’un nombre a
satisfaisant & D’inégalité (20) implique une contradiction, donc
que c’est 1’égalité (19) que Pon a pour tout z réel. Il en résulte
selon (11) que f(z)=2f(1) pour tout = réel, c.q.f.d.

"Il est ainsi établi, sans g’appuyer sur Paxiome de M.
Zermelo, que toute fonction discontinue qui satisfait & Uéquation
fonctionnelle (1) est nmon mesurablel).

Notons qu’on pourrait démontrer de la méme facon un
théoréme analogue concernant la fonction de deux variables
réelles f(xz,y) assujettie pour tous les nombres réels «, v, u et v
a I’équation fonetionnelle

(22) f(m‘l"“ay‘l"")):f(myy)‘*‘f(u,”)-
L’équation (22) donne'(pour z,y réels)
f(2,y)=f(z,0)+1(0,y)

et on voit sans peine que les fonctions (d*une variable réelle)
f(z,0) et f(0,2) satisfont & ’équation fonctionnelle (1).

1) Cf. ma note Sur les fonctions convexes mesurables, ce volume, p. 127.
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On en déduit facilement que st une fonction [ (2,Yy) satisfaisant
& Péquation fonctionnelle (22) est mesurable par rapport & chacune
des variables, on a (pour tous les nombres réels = et y)

f(wyy):wf(170>+@/f(07l) 1)-

1) D’aprés une remarque de M. H. Steinhaus, ce théoréme subsiste,
sl I'on admet que la fonetion f(z,y) est mesurable superficiellement. Il suf-
firait méme de supposer que f(z,y) est mesurable linéairement comme
fonction de % au moins pour une valeur de y et comme fonction de y aun
moins pour une valeur de z.






