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Sur les fonctions convexes mesurables.

Par
Wacltaw Sierpiiski (Warszawa).

Une fonction f(x) de variable réelle est dite conveve dans
un intervalle <a,b>, lorsqu’elle satisfait & l’inégalité

2f(m1+w2><f(w1)+]‘(m2) pour a <z <b et a<<wy<h.

~ Supposons que la fonction f(x) est discontinue au point x,
intérieur & Dintervalle <a,b>. Il existe alors un 4>0 tel
que tout entourage de z, contient un point z; pour lequel

(1) () —F ()| = .

Soit {x,—e, o+ &> un sous-intervalle quelconque de <a,b
ayant z, pour centre. Tout entourage du point z, donc en
particulier lintervalle <{z,—s¢, 2,+¢>, contient un point z,
satisfaisant & D’inégalité (1), donc & Pune des inégalités
(2) (@) —F(2o) 2 0,

(3) f o) —F(20) <—9.

Admettons que c’est ’inégalité (3) qui se présente et po-
sons o ._..2wo~—-m1 Comme z,—e<®; <%yt ¢, le nombre z" ap-
partient & Pintervalle {z,—&, 2,4+ ¢>. Or, zo=(2,+2')/2, d’ol,
la. fonction f(z) étant convexe, 2f(w,)<f(zy)+f('), don,
d’aprés (3), fla')—F(z,) =6, de sorte que le point ' satisfait
a l'inégalité (2). ‘ i

Tout entourage du point z, contient ainsi en tout cas un
point x, pour lequel on a linégalité (2). Or, je dis que tout
entourage de x, contient alors nécessalrement un. pomt Ty

atlsfa.lsant 2 l’mégahté o :

(4)- Lo e | f(wz)"‘f(fco)>95
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En effet, tout entourage du point z,, donc en particulier

I’intervalle <w0 — S, Zy+ §8>, contenant par hypothése un point x,
qui satisfait & Dinégalité (2), posons z,=2x; —z, Comme
o —(/2) <oy < wy+ (¢/2), le point x, appartient & Pintervalle
g —e, Ty+e>. Or, 2y=(2y+x,)/2, d’ou, la fonction f(x) étant
convexe, 2f(z)<f(x,)+7(%,) et par conséquent f(my) —f(zy)=>
=2f(xy) —f(x)], ce qui entraine d’apres (2) l'inégalité (4).

En g’appuyant sur ’inégalité (4) au lieu de (2), on peut
montrer de la méme maniere que tout entourage de xz, con-
tient un point #, pour lequel on a l'inégalité

f () —f () = 49,
et, par I'itération de ce raisonnement, un point @, pour lequel
on a l’inégalité
F(@0n) —F (o) =275,
Nous avons ainsi démontré ce

Théoréme 1. 8i une fonction f(x) convexe dams Vintervalle
a,b> est discontinue au point x, intériewr & cet intervalle,
il ewiste pour tout nombre positif k et dans tout entourage du
point x, un point £ tel que f(&) = k.

Comme conséquence immédiate, nous en tirons le théoréme
suivant de M. Jensen?), démontré d’ailleurs par une autre voie:

Toute fonetion comvewe dans Uintervalle {a,b> et bornée su-
perieurement dans cet intervalle est continue dans son intérieur.

Admettons maintenant que la fonection f(z) est dans l'inter-
valle <a,b> convexe et mesurable (au sens de M. Lebesgue).
Supposons qu’elle soit discontinue au point 2, intérieur & cet
intervalle. Soit <{wy—20, #,+20> un intervalle situé dans
{a,b> et ayant x, pour centre. D’aprés le th. 1, il existerait
alors pour tout % naturel et dans tout entourage du point w,,
donc, en particulier, dans lintervalle <{w,—o, €,+ ¢>, un
point & pour lequel on aurait

(5) : f(&,) =k.

') L. Jensen, Sur les fonctions convewes ete., Acta Mathematica, 30,p.189.
Cf. F. Bernstein und G. Doetsch, Zur Theorie der konvexen Funktionen,
Math. Ann. 76, p. 514; aussi F. Bernstein, Math. Ann. 64, p. 422.
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Soit 2 un point quelconque de Pintervalle <&, —g, &, + o).

Comme wy—o<§,<@y+0, les points x et z'=2%, —x appar-

tiennent a Dintervalle <{x,—2c, #;-+20¢>. La fonctlon f(x)
étant convexe, nous avons 2f(&,)<<f(x)+f(25, —a); d’aprés (5),
nous en concluons que l'une au moing des 1ne0ahtes f(x) =k
et f(2£,—x)=>k se présente.

Done, si # est un point de Dintervalle (&, —a, & +op

et si I'inégalité

(6) fw) =k

est. en défaut, le point ' de cet intervalle, symétrique & =

par rapport au point £,, satisfait & D’inégalité f(z') > k.

- La fonc’olon f(x) étant supposée mesurable, nous en con-
cluons que 1’ensemble de tous les points x de lintervalle
{¢,—0, &, 40> pour lesquels on a linégalité (6) est de me-
sure au moins égale & la moitié de la longueur de cet inter-
valle, donc de mesure >o. L’intervalle {§,—o, £,+o> faisant
partie de {x,—20, x;+20)>, donc aussi de <{a,b>, il en ré-
sulte & plus forte raison que P’ensemble de tous les points
de Dintervalle <a,b> qui satisfont & l'inégalité (6) serait de
megure =o. Or, cela est incompatible avec le théoréme connu
de M. E. Borel, d’aprés lequel, pour toute fonction mesurable
f(z) et tout nombre positif o, il existe un & naturel tel que
I’ensemble de tous les x satisfaisant & Pinégalité (6) est de
mesure <<¢l). Nous avons ainsi démontré ce

Théoréme 2. Toute fonction mesurable et convexe dams
Vintervalle {a,b> est continue & Vintérieur de cet intervalle.

Un cas particulier des fonctions convexes est donné par
les fonections satisfaisant pour toutes les valeurs réelles de «

et ¥ a ’équation
(7) Hao+y)=Ff@)+1y

1) La démonstration de ce théorétme de M. Borel s’appuie sur I'axiome
de M. Zermelo. Notre théoréme pourrait d’ailleurs &tre démontré sans
faire appel 4 cet axiome (cf. ma Note Sur Uéquation fonctionnelle f(x+y)=

=f(x)+f(y), ce volume, p. 116).
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En effet, I’équation (7) entraine pour y=x I’équation
f(22)=2f(z), done, pour toutes les valeurs réels de @, et wx,,

P’équation 27( +m2) f(wl—i—wz), d’ott selon (7)

8) 2f(“’1”2) )+ ().

Toute fonction satisfaisant & 1’équation fonctionnelle (7)
satisfait donc (pour tous x;, et @, réels) & 1’équation fonetion-
nelle (8) 2).

Il en résulte d’aprées le th. 2 que toute foncltion mesu-
rable f(z) satisfaisant & Uéquation fonctiommelle (7) est continue
(donc de la forme 4z, A étant une constante) 2).

Les fonctions discontinues satisfaisant & 1’équation (7)
(dont l’existence a été démontrée par M. Gr Ha,mel) sont
par conséquent non mesurables.

%) D’autre part, si la fonction f(x) satisfait & I’équation (8), la fonetion
o (x)=f(x)—](0) satisfait & l'équation (7). En effet, (8) entraine
pour xy=2x, z,=0 I’dquation 2f(x)=7f(2x)-+f(0)
e’r. pour @=2y, %,=0 I'équation 2f(y)=J(2y)--f(0).
Les deux équations donnent en vertu de (8)
2f (w+y)=1(2%)+f (2y) = 2f (x)+ 2f () — 2/ (O
En posant p(z)=1(z)—}(0), on en tire p(z-+y)=gp(= )+qo<y), o q.f.d.

%) Cf. ma note citée de ce volume Sur PVéquation jonctionnelle
Ho+y)=f(@)+](y)






