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Sur les continus indécomposables.

Par

S. Janiszewski et C. Kuratowski (Warszawa).

Un continu est indéeomposable!), lorsqu’il n’est pas une
somme de deux vrais sous-continus (e¢. & d. de deux confinus
différents de lui).

Les continus indécomposables jouent un grand réle dans
les recherches topologiques. Beaucoup de théoremes2) ne sont
vrais que pour les continus qui ne contiennent aucun sous-
continu irréductible entre deux quelconques de trois points
situés sur ce sous-continu. Comme il résulte de la Note de
M. Mazurkiewicz, publiée dans ce volume?3), la notion de
continu irréductible entre deux quelconques de trois points
donnés coincide avec celle de continu indécomposable.

Le but de ce Mémoire est d’établir certaines conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un continu donné soit in-
décomposable et d’en signaler quelques propriétés singuliéres.

1) Les premiers exemples des continus indécomposables ont été pu-
bliés par M. L. E. J. Brouwer dans sa Note Zur Analysis Situs, Math.
Ann. 68 (1910), p. 426. Il y était question de démontrer qu’une courbe
fermée au sens de M. A. Schonflies pouvait &tre un continu indécompo-
sable. Si on ne demande pas que le continu soit une courbe fermée, ces
exemples peuvent étre simplifiés (voir S. Janiszewski, Sur les continus
irréductibles enire deux points, Thése, Paris 1911; paru aussi dans le Jour-
nal de ’Ecole Polytechnique, II Série, 16-2me Cahier (1912), pp. 79—170).

?) Voir 8. Janiszewski, C. R. Paris t. 151 (1911) ou These, l. c.,
Chap. VII et VIII.

%) 5. Mazurkiewicz, Un théoréme sur les continus indécomposables,
. 35—39.
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Parmi les théorémes qui seront démontrés ici, le théoréme IT
est di entidrement 4 M. J aniszewski; les autres sont dus
aux deux auteurs ou bien trouvés indépendamment par

M. Janiszewski ou par M. Kuratowski en collaboration
avec M. B. Knaster.

I.

Nous précédens la théorie des continus indécomposables
par un théoréme qui peut étre traité sans avoir recours 3 cette
théorie.

Théoréme L. 8i la somme et le produit de deuzx ensembles
fermés 4 et B sont des continus, 4 et B sont aussi des continis.
Soient 4 et B deux ensembles fermés,
(1) 4+ B un continu,

(2) AB un continu.

Les hypothéses étant symétriques, il suffit de montrer que
A4 est un continu.

Supposons que A ne le goit pas; il existe alors deux ensem-
bles fermés M et N tels que:

(3) 4 =M+ N,
(4) MN=0,
(5) M==0, N=0.
11 résulte de (3) que
(6) A+B=W-+ N4 B,

ol les ensembles M, N et B sont fermés par hypothése. Si 'on
suppose done que MB=9 ou que ¥B=0, la formule (6) repré-
sente, en vertu de (4), une décomposition du continu (44 B)
en deux ensembles fermés non vides M et (N-B) ou N et
(M + B) sans point commun, ce qui est impossible.

Done .

(7) MB=0 et NB=0.

En multipliant par B les deux membres de (3), on obtient

(8) AB=MB-+XNB,

14*
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ot les sommandes MB et NB sont des ensembles fermés,
non vides (d’aprés (7)) et gans point commun, car d’apres (4)

(MB)-(NB)CMN=0.

La décomposition (8) est done en contradiction avec (2).
T1 s’ensuit que 4 est un continu, ¢.q. f. d.

Un ensemble A 'ést dit selon M. Hausdorffl) ensemble
frontiére, s'il ne contient aucun point intérieur; en désignant
lespace par E, cette condition peut s’exprimer par l'inclusion
(9) ACE—A ).

De méme, un ensemble A est dit ensemble fromtiére par
rapport & M, lorsque

AC.M _—Ad
Un ensemble frontiére fermé s'appelle non-dense.

TUn sous-continu K d’un continu ( est dit son continu de
condensation 2), lorsque - '

(10) | . ECO—E.

I1 est évident que les propositions: ..K est un sous-continu
de condensation du continu C“ et ,K est un sous-continu
non-dense par rapport & C° sont équivalentes.

On voit aussi que la formule (10) peut étre remplacée par
Tidentité |

(11) (—E=C.
Théoréme IL. Pour quw'un continy C soit indécomposable,

il faut et il suffit que chaque vrai sous-continu de C en soit un
continu de condensation.

1) F. Hausdorff, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 215
(,,Randmenge").

2} M étant un ensemble quelconque, nous désignons par M 1a somme
de M et de son ensemble dérivé.

3) 8. Janiszewski, Thése, p. 24.
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1. La condition est nécessaire. Autrement dit: si le con-
tinu ¢ est décomposable, il contient un sous-continu qui n’en
est pas un continu de condensation. Soit

(12 C=C,-+C,

ou () et C, sont des vrais sous-continus de C.
On a d'aprés (12):

C—(C,CC, et C—C,CO=0,

c.ad. C—C, C' =+ (', ce qui signifie d’apreés (11) que C, n’est pas
un continu de condensation de C.

2. La condition est suffisante. Il s’agit de montrer que,
K étant un vrai sous-continu de (' qui n'en est pas un con-
tinu de condensation, le continu (' est décomposable. On a par
hypothese:

(13) | K+,
(14) (—E=C.
Deux cas peuvent se présenter:
a) (—K est un continu. Comme
(=K1 (C(—EK)=K+(—K,

C peut étre décomposé en deux vrais sous-continus de C, a sa-
voir K et C—K.

b) C—K n’est pas un continu. Il existe alors deux
ensembles fermés E| et E, tels que:

(15) C—E=FE,+H,,
(16) E,E,=0,
amn E.==0, E,==0.
Posons:
(18) A=K-+E et B=K-{ E,.

Nous allons montrer que les ensembles fermés A et B sa-
tisfont aux conditions du th.I. En effet,

(19) (=E+(—K=E+F+ B,=A+B,
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de sorte que la somme de 4 et B est un confinu. En méme
temps,

ABE(K+E1)'(K+E2)=K+E1E2
et d’apres (16)
AB=K,

ce qui montre que le produit de 4 et B est aussi un continu.
Ainsi, la somme 4B et le produit AB étant des continus,
les ensembles 4 et B le sont aussi en vertu du th. I.
On a selon (19)

(20) C=A+B.

Nous allons montrer que ni 4 ni B n’est identique & C.
Supposons, en effet, que A=C; d’aprés (18), on aurait
alors A+ E,=C, d'ou (—KCE,; et par suite

(21)  C(—EKCH,.

On conclut de (15) et (21) que E,CE,, contrairement
4 (16) et (17). ,

Done 4==C et, par raison de symétrie, B==C.

Ainsi, I'identité (20) représente une décomposition du con-
tinu ¢ en deux vrais sous-continus, c. q.f. d.

Un sous-continu de condensation d’un continu quelconque
C est — comme nous l'avons dit — un ensemble non-dense
par rapport & (. Par conséquent, une somme d’une infinité
dénombrable de continus de condensation est un ensemble de
premieére catégorie au sens de M. Baire par rapport a C.
D’apreés un théoréme de M. Bairel), un ensemble de premiére
catégorie par rapport & un ensemble fermé quelconque ne lui
est jamais identique. En vertu du th. II, il en résulte le
théoréme suivant:

Théoreme IIL Un continu indécomposable n’est pas

somme d’un ensemble fini ou dénombrable de ses vrais sous-
continus.

1) VYoir p. ex. F. Hausdorff, 1. c., p. 327.
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II.

a étant un point d'un continu quelconque C, nous dési-
gnons par P{a, ') 'ensemble de tous les points que l'on peut
unir au point @ par un vrai sous-continu de €.

C —P({a, (') est par conséquent I'ensemble des points z tels
que (' est un continu irréductible entre a et x. La condition
pour que (' soit irréductible entre a et un autre point peutb
done s'exprimer par Pinégalité R(a, )= C.

M. Mazurkiewiez a démontré dans sa Note citée des
théorémes que ’on peut énoncer de la maniére suivante:

(a) a étant un point d’un continu indécomposable (!, I’en-
semble P(a, C) est de premiére catégorie par rapport & C.

Ce théoreme implique — comme 1'a indiqué M. Mazur-
kiewicz — que

(f) a étant un point quelconque d’un continu indécompo-
sable C, Pensemble P(a,C) est un ensemble frontiére par rap-
port a C, c.ad.

P(a, C) CC—P(a, C);

(y) C étant un continu indécomposable, il existe trois
points tels que (' est irréductible entre deux quelconques de
ces points.

A T'aide de ces théorémes, nous allons établir le suivant

Théoréme IF. Chacune des trois conditions suivantes est
nécessasre el suffisante pour qu’un continu € soit indécomposable:

(I) a étant un point quelcongue de C, il existe un point x
tel que C est irréductible entre a et xz, e. a d.

Ba,C)F=C;

(IT) 4l eriste un point a de C tel que Pla, C) est un ensemble
frontiére par rapport a C, c. & d. tel que

Pla, €) CC—P(a, O);

(II1) 3l existe dans C trois poinis tels que C est irréductible
entre deux quelconques de ces points.
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11 résulte immédiatement des théorémes (a), (8) et (y) que
toutes les conditions (I)—(III) sont nécessaires. Nous allons
montrer que chacune d’elles est suffisante, notamment qu’au-
cune de ces conditions n'est vérifiée, lorsque O est un continu

décomposable. Posons donc
(1) C= 01+ Oz
ou (4 et O, sont des continus, et soib:
(2) 0, 0, 0, == C.
10 (¢ étant un continu, on a d’aprés (1) et (2)
0,0y =0

Soit @ un point appartenant & ce produit. En vertu de la
formule (2), on a selon la définition de P(a, 0):

C,C%B(a, 0) et C,CP(a, O);

0+ C; CP(a, 0),
C=%R(a,0).

Done, la condition (I) n’est pas vérifiée.

20 Soit a un point quelconque de ¢. En vertu de (1), ce
point appartient & C; ou & C,. Nous pouvons admettre par
raison de symétrie que o appartient & C;. On a d’apres (2)
(3) 0, CP(a, 0),

d’ol1, suivant (1),

par suite

d’ott selon (1)

0—P(a,C)CC—C,C 0,
et par conséquent
(4) C—%(a, 0)C 0,
Or, sila condition (IT) était vérifiée, on aurait d’aprés (3) et (4)
C; CR(a,0)C C—R(a, 0) CC,
0, C0,,

d’otr, selon (1), C,=C, contrairement 4 (2).
Done, la condition (IT) n’est vérifiée non plus.

et par suite
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3% Soient a,b et ¢ trois points quelconques de €. En vertu
de I'égalité (1), deux au moins de ces points appartiennent
& I'un des continus C et (',. Par raison de symétrie, nous pou-
vons admettre que a et b appartiennent & (. Or, d’aprés (2),
C n’est pas irréductible entre a et b.

Ainsi, il n'existe pas sur (' trois points a, b et ¢ tels que
C soit irréductible & la fois entre aetd, bete, aete. Done
la condition (III) n'est pas vérifiée, elle aussi, c. q. £. d.

Le théoréme (7) permet d’établir une propriété singuliére
des continus indécomposables qui concerne la notion d’osecilla-
tion 1) de ces continus. D’ailleurs — comme on le verra aisé-
ment — cette propriété n’'est pas suffisante pour qu’un con-
tinu soit indécomposable.

Théoréme V. Si le continu C est indécomposable, 'oscil-
lation de (' dans chacun de ses points est constante et égale au
diamétre de C.

Soit @ un point quelconque du continu indécomposable C.
D’aprés le théoréme (B), on trouve sur C 4 une distance de a
aussi petite que I'on veut des points qui ne peuvent étre joints
& a par aucun vrai sous-continu de (. Par conséquent, 1’oscil-
lation de (' dans a est égale aun diameétre de C, c. q.f. d.

I1T.

Théoréme V1. Les poinis a et b étant situes sur un continy
wndéeécomposable C, on a

(w) soit  P(a, C)=R(b, C), sott  P(a,C)-P(d, C)=0.

Nous allons démontrer que, la condition (w) n’etant pas
vérifiée, lIe continu C est décomposable. Admettons done que

B(a, C)+=B 5, 0)

et que ¢ est un point de P(a, C) qui n’appartient pas & P(b, C);
par suite, il existe un sous-continu (; de C, contenant a et ¢
et tel que

(1) Gy C.

1) Voir 3. Mazurkiewicz, Sur les lignes de Jordan, ce volume, p. 170.



ICM  Biblioteka Wirtualna Matematyki

218 S. Janiszewski et C. Kuratowski:

Admettons que l'on a en méme temps

<'B(a') C)‘;B(by C)==0.

Soit d un point appartenant & ce produit. Il existe done
dans € un vrai sous-continu C, contenant a et d et un vrai
sous-continu ('; contenant b et d:

(2) =0,
(3) C,==C.

Or, a étant un point de C; et C, et d un point de €, et Cj,
la somme €+ C,+ C; est un continu. Ce continu contient les
points b et e; d’autre part, comme ¢ n’appartient pas a P(b, 0),
le continu € est irréductible entre b et ¢. Done

Deux cas peuvent se présenter, suivant que l'identité
(5) C=0,+0,

est vraie ou non.
 Si elle est vraie, elle représente une décomposition de C
en deux vrais sous-continus en vertu des inégalités (1) et (2).
Dans le cas contraire, ’égalité (4) fournit une décomposition
de €' en deux vrais sous-continus, & savoir (C;+ C,) et C; (en
vertu de I'inégalité (3)). .

Done, si la condition (w) n’est pas vérifiée, le continu C
est décomposable, c. q. 1. d.

Lorsque tout couple de points a,b. d’'un continu quelcon-
que (' satisfait & la condition (w), nous appelons, pour chaque
point z appartenant 4 C, ’ensemble B(z,C) le composant de x
dans C. On voit aisément que tout continu ¢ qui ne contient
aucun couple de points entre lesquels il est irréductible satisfait
4 la condition (w) et par conséquent est lui méme son propre
et unique composant. D’autre part, on peut trouver facilement
des continus pour lesquels la condition (o) n’est pas vérifide.
C désignant p. ex. un segment de droite et a,b ses extrémités,
on a P(a,C)=C—(b) et P(b,C)=C—(a), de sorte que la con-
dition (w) est en défaut.
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D’aprés le th. VI, chaque continu indécomposable peut
étre regardé comme une somme de tous ses composants
n'ayant deux 4 deux auecun point commun. Toutefois, ce théo-
réme ne donne aucun moyen d’apprendre si un tel continu
peut se réduire & un seul composant ou non. La solution de cette
question résulte immédiatement du théoréme (a) de M. Ma-
zurkiewicz. En effet, un composant du continu indécom-
posable étant par rapport 4 lui un ensemble de premidre caté-
gorie, il n’est jamais identique & ce continu; pour la méme
raison, un continu ne peut étre somme d'une infinité dénom-
brable d’ensembles qui sont de premiére catégorie par rapport
& lui. Done, les composants d'un continu indécomposable
forment un ensemble indénombrable. Il serait intéressant de
savoir si cet ensemble est nécessairement de la puissance du
continu.

Théoréme VIL Pour qu'un continu soit indeécomposable,
il faut et il suffit qu'sl contienne plus dun composant.

Les théoremes VI et (e¢) monirent que la condition est
nécessaire.

Admettons maintenant que le continu € satisfait 3 la con-
dition (o) du th. VI et que P(a,")=R(h,("); supposons en
méme temps que C soit décompesable.

Il y existe alors deux vrais sous-continus (; et (, tels que

(6) C=0C 4+,
Suivant que a appartient & C; ou & C,, on a
C;CB{a,C) oubier C,CP(a,);

par suite, on a en tout cas €, C B(a, C).
Tout pareillement ,C,CR(H,C). Done,

(7) €40, CB(a, 0)-B(b, 0).
D’apres (6), on a
(8) (10 =90,

- En vertu de (7) et (8), on a P(a,)-P(b, ()0, contrai-
rement & (w). Ainsi, la eondition (o) est aussi suffisante
pour que (' soit indéeomposable, c. q. f. d.



ICM  Biblioteka Wirtualna Matematyki

220 S. Janiszewski et C. Kuratowski:

Les théorémes démontrés jusqu'a présent s’appliquent aussi
bien aux eontinus bornés qu’aux non - bornés. Par contre,
cenx que nous allons démontrer ne sont vrais que pour les con-
tinus bornés; ils permettront d’établir une propriété des con-
tinus bornés indécomposables plus forte que celle énoncée dans
le th. II. '

Lemme. Aucun continu borné ne contient de vrai sous-
continu saturé, e. & d.: K édlant un vrai sous-continu d’un con-
tinu borné C, il eriste toujours un continu L tel que:

(9) ECLCC,
(10)  E+L et L%C

Soient a un point de ¢ —K et R un cercle (ou, plus généra-
lement, un sphéroide & »n dimensions) contenant a et satisfai-
sant & I’identité ,

(11) ‘ RE = 0.

Soit  un point quelconque de K. Cz(k, 0 —R) désignant le
continu saturé contenant & et contenu dans ¢C—R, on al)

(12) RG(k,C —R)==0.
Par définition
(13) KECG(%k C—R)CC;

on peut donc substituer G (k,C —R) & L dans la formule (9),
On a d’apres (11) et (12)

K== Cs(k,C —R);
en méme temps :
Ce(k, C—R) == C,

puisque le point a de (' n’appartient pas & Cs(k, C—R).

On peut donc substituer GCo(k,C—R) & L aussi dans la
formule (10). On en conclut que K n’est pas un vrai sous-
continu saturé de C, c. q.f. d.

1) Pour la démonstration de la formule (12), voir 8. Janiszewski,
Démonstration d’une propriété des continus irréductibles entre deux poinis,
Bull. Acad. de Se. de Cracovie, 1912, p. 907.
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Théoréme VIII. C étant un continu borné irréductible
entre a et b, '

10 Pensemble P(a, C) n’est pas un continu,
20 Ba, C)y=C.

10, 11 résulte de la définition de P(a, ') qu'il n'existe aucun
semi-continu qui soit un vrai sous-ensemble de (' et contienne
Pla, ') sans lui &tre égal. Done, si P(a, C) était un continu,
il serait un vrai sous-continu saturé de (. Or, C étant borné,
un tel sous-continu n'existe pas en vertu du lemme. Par suite,
PR(a, C) n’est pas un continu.

29, P(a, ) étant par définition un semi-continu, P(a, C') est
un continu. Ce continu est identique 4 C. En effet, si P(a, ()= C,
on aurait P(a, C)CR(a, ), c.ad. P(a, C)=P(a, C), de sorte que
B(a, C) serait un ensemble fermé et par conséquent un continu,
contrairement a 19 c.q. f. d.

D’apres le théoréme (f5), les composants d'un continu in-
décomposable € sont des ensembles frontiéres par rapport & C.
D’autre part, chaque vrai sous-continu de (' est situé en vertu
du th. VI sur un composant de C. Or, nous allons montrer
que, (' étant borné, chaque vrai sous-continu de C est un
ensemble frontiére par rapport au composant de (' qui le
contient et qui est — de sa part — un ensemble frontiére
par rapport a C.

Théoreme IX. C éiant un continu indéecomposable borné,
tout continu K situé sur un composant S de C est un ensemble
frontiére par rapport a ce composant.

I1 résulte, en effet, du th. VII que S n’est pas le seul
composant de ('; on a donc

(14) 8==C

et, & plus forte raison, K ==C. Par conséquent, K est un
continu de condensation de  en vertu du th. II. On a par
suite

(15) ECC—E.
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D'aprés les th. IV(I) et VILI, on a S=C; en substituant
done S & € dans la formule (15), on obtient

KCS—K
ou encore
(16) X CcS-K.
Comme
(17) S—KCB8—K 1),
on a
(18) S—KECS—K=8—K.

11 résulte de (16) et (18) que KCS—K, c¢.q.f. d.

1) La formule (17) est un cas particulier du théoréme général suivant:
A et B étant des ensembles quelconques on a A—BCA—B.
La démonstration en est immédiate. En effet, on a pour chaque 4 et B
ACA+B=(4—B)+ B, '
d’ou

ACA—B+

&

et par conséquent

—BC A—

b
&






