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Contribution a la topologie des ensembles
dénombrables.

Par

S.Mazurkiewicz et W. Sierpifiski (Warszawa).

Le but de ce Mémoire est de déterminer la puissance de
deux classes de types topologiques!) dénombrables: de celle
des types dénombrables fermés et de celle des types clairsemés.
Nous démontrerons que la puissance de la premiére de ces
classes est %; et que la seconde classe est de puissance du
continu.

Soit P un ensemble de points borné, fermé et dénombrable
dans espace euclidien & s dimensions. Désignons, comme
d’usage, par P¥ le dérivé d’ordre & de P (ot PP=P). On a
évidemment pour tout nombre ordinal 1

‘Pz_ﬁ; (P(§)_P(§+1)) + P’

Nous en concluons, en particulier, que P contient ’ensemble

3 (PO pEHD)

0

&
QS =

o Q est le plus petit nombre de troisieme classe. Dong,
P étant dénombrable, il est impossible que chacun des en-
sembles PY—PEH) (ot £< Q) contienne des points, ces en-
sembles étant évidemment sans point commun deux & deux;

1) La notion de type topologique se dégage de la considération des
ensembles homéomorphes, comme la notion de type d’ordre se dégage
de la considération des ensembles orxdeanés semblables.

Fundamenta Mathematicae T. 1. 2
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" 4 () 8 Y ‘n 8y -
il existe donc un nombre ordinal A< tel quc}cnscmble
PU_ptD o5t vide; PPV étant, comme on saib, contenu

dans P¥ ), nous avons donc

(@+1)
pO—pon,

ce qui montre que I’ensemble PP est parfait ou vide.’ O;-,
Pensemble P? est contenu dans I’ensemble dénombrable P
et par suite ne peut &tre parfait. P? est done vide.

Nous avons ainsi établi l'existence d’un nombre ordinal
< tel que Pensemble P? est vide.

Soit § le plus petit nombre ordinal jouissant de cette pro-
priété. On voit sans peine que fi ne peut étre un nombre de
deuxitme espéce, puisque tout ensemble PP ot E<B serait
alors non vide. Or, d’aprés la définition de l'ensemble dérive
dont lordre est un nombre de deuxidme espece, PP et
Iensemble de tous les points communs aux ensembles pe
ott £<f; ces ensembles étant fermés et non vides, PP gerait
également non vide (d’aprés un théoréme connu), contraire-
ment & la définition du nombre f.

Le nombre f est donc de premiere egpeéce et nous pou-
vons poser f=a-+1. En vertu de la définition. du nombre p,
l'ensemble P n’est pas vide. Or, I’ensemble P“ ne peut
étre infini, puisque dans ce cas I'ensemble PO=p“tD comme
dérivé d’un ensemble borné (P étant borné), ne pourrait
étre vide.

Nous avons ainsi démontré que, pour tout ensemble
borné, fermé et dénombrable P, il existe un nombre ordinal
0<Q (4vidlemment unique) tel que lensemble P est fini
(non vide).

Définition. Soit n le nombre de points de ensemble P
Nous appelons le systéme (a,n) systéme caractéristique de
Pensemble P.

Nous allons démontrer & présent que st (a,n) est le systé-
me caractéristique d'un ensemble borné, fermé el dénombrable P,
cet ensemble est homéomorphe & um ensemble bien ordonnd du
type w“-n-+ 1.
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On voit sans peine gue ce théoréme est vrai pour le
systeme (1,1), c¢.a.d. pour un ensemble borné, fermé et ne
contenant qu’un seul point d’accumulation). En Padmettant
pour le systéme (u,1) oll a est un nombre ordinal arbitraire
<&, nous allons le déduire pour les systémes (a,n) ol =
est un nombre naturel quelcongue. Pour fixer les idées, nous
donnerons la démonstration pour I’espace & 3 dimensions.

Soit P un ensemble (borné, dénombrable et fermé) dont
le systéme caractéristique est (¢,n) ol n>1. L’ensemble P
contient done # points: désignons les par Py Doy p,. Llen-
semble P étant dénombrable, il existe n—1 plans paralléles
dépourvus des points de P et qui divisent I'espace en =
domaines Dy, Dy,...,D, dont chacun contient un et un seul
des points p,, p,,...,p,. Soient Py, P,,..., P, les parties de P
contenues respectivement dans Dy Ds,...,D,. On voit sans
peine que ce sont des ensembles fermés sans points communs
deux & deux et que P{ est la partie de P contenue dans
Dy (k=1,2,...,n). L’ensemble P{® contient done un seul point,
& savoir le point p,; le systéme caractéristique de l’ensemble
Pr est donc (e,1). Notre théoréme étant, par hypotheése, vrai
pour le systéme (a,1), P’ensemble P, est homéomorphe 4 un
ensemble bien ordonné G, du type w*-1. L’ensemble Pj
étant borné et fermé, il en est de méme de G4 (qui posséde
donc un dernier élément). Or, on peut évidemment supposer
que les ensembles bien ordonnés Gy, Gs,..., G, sont situés sur
une méme droite et que, pour I>Fk, tout point de Gy est
postérieur a tous les points de G;. Les ensembles P, Ps,..., Py,
fermés et sans point commun, étant respectivement homéo-
morphes aux ensembles G4, Gy, ..., @, nous concluons que l'en-
semble P=P;+ P+ ...+ P, est homéomorphe & Pensemble
G=GC +Gy4...+G,, qui est évidemment bien ordonné du
type

{(w*+1)n=wn-+1.

Il est ainsi démontré que si notre théoréme est vrai pour
le systéme (a, 1), il ’est encore pour les systémes (a,n) ol »
est un nombre naturel quelconque.

| o%
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Soit maintenant a,>1 un nombre ordinal fixé arbitraire-
ment, <2, et admettons que notre théoréme est vr:emi pour
tous les systémes (a,n) 0 a<dg et n=1,2,3,.... Soit P un
ensemble dont le systéme caractéristique est (ay,1). L’en-

semble P gontient done un seul point; désignons le par p,.

Comme p, appartient 5 P et aqp>1, nous conelugnm que p,
appartient en tout cas 2 P, c.h.d. qu'il est un point d’accu-
mulation de P'. Il existe done une suite infinie Pis Do -+ de
points de P’, telle que les distances p, Dy, Py Pos - décroissent
indéfiniment. L’ensemble P étant dénombrable, il existe,
comme on voit sans peine, une suite infinie de nombres po-
sitifs décroissants 7y, 7s,..., convergente vers 0, telle qu’aucune
sphére de centre p, et de rayon 7 (k=1, 2,...) ne contienne
3 sa surface de points de P et que l'on ait de plus P'inégalité
r,_ >Dp>T, pour k=1,2,.. (dont la partie gauche peut
étre rejetée pour k=1). Il est évident que ces sphéres divisent
Iespace en une infinité dénombrable de domaines D, D,,...,
convergents vers le point p, et tels que [, contient & son
intérieur le point p,, donc une infinité de points de P
(puisque p, est un point de P’, ¢.a.d. un point d’accumulation
de P). “

Soit Py la partie de P contenue dans J[y; c’est, comme
on voit aisément, un ensemble borné, dénombrable et ferme,
ayant pour dérivé d'ordre o, la partie de P contenue
dans D Le dérivé P est done vide (puisque p, I'unique
point de P, est & une distance positive 7, de D). Par
conséquent, en désignant par (ax,n) le systeme caractéristique
de ’ensemble Pj, nous aurons «,<<ey. Notre théoreme étant
supposé vrai pour les systémes (a,n) olt a<la, nous concluons
que Pensemble P, est homéomorphe & un ensemble bien
ordonné &, du type w%-np+ 1.

Les ensembles G4 (k=1,2,...) peuvent &tre supposés situés
sur un méme segment fini d’une droite, p.ex. l'ensemble Gy
a Pintérieur de Pintervalle {k—1/k, &/k -+ 1.

Désignons par P, I'ensemble formé dun seul point p, et

par G, celui formé d’un seul point d’abscisse 1. Nous aurons
évidemment
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(1) P=(P;+ P;+ Py +..) + P,.
Posons encore

(2) G=(G;+ Gyt Gyt ...) + Gy

c’est évidemment un ensemble bien ordonné du type
3)  r=llo“n+1)+(o%ny+ 1)+ (0%-ny+1)+...]+ 1.

Comme a;<ay pour k=1, 2,..., ondéduit de laformule ( 3) que
<%+ 1,

Or, on démontre aisément que les ensembles (1) et (2)
sont homéomorphes. L’ensemble P est donec homéomorphe
4 un ensemble bien ordonné du type T<<w*--1. Or, on ne
peut pas avoir t<<w“-1, puisque, P étant fermé, nons aurions
alors T<<w*, ce qui est impossible, car le dérivé d’ordre o,
d'un ensemble bien ordonné du type <w® est toujours vide?)
tandis que P niest pas vide. On a donc r=w%+1.

I1 est ainsi démontré que si notre théoréme est vrai pour
tous les systémes (a,n) 0U a<qy et n=1,2,..., il ’est encore
pour le systéme (ag, 1), ce qui entraine — comme nous l’avons
vu plus haut — qu’il est aussi vrai pour les systémes (ag,n)
ou n=1,2,.... Notre théoréme étant vrai pour le systéme (1, 1),
nous en concluons par I'induction transfinie qu’il est vrai pour
tous les systémes (a,n) ot a est un nombre ordinal <Q et n
un nombre naturel. Nous avons done démontré le suivant

?

Théoreme 12). Tout ensemble de points P borné, ferme et
dénombrable (situé dans Pespace euclidien 2 un nombre quel-
conque de dimensions) est homéomorphe & un ensemble bien
ordonneé.

De plus, s1 P est le dermier dérivé mon vide de P et
se compose de n points, Uensemble P est homeéomorphe & wun
ensemble bien ordonné du type w*-n-1.

1) En effet, on montre facilement par I'induction transfinie que le
dérivé d’ordre «, d’un ensemble bien ordonné (fermé) se compose (s’il
n’est pas vide) de points dont le rang (dans l’ensemble considéré) est
w%.» ol y est un nombre ordinal > 1.

2) Cf. P. Mahlo, Leipz. Berichte 63 (1911), p. 331, Satz 10.
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Nous allons voir que c’est en méme temps le plus petit
type bien ordonné, auquel P est homéomorphe. Nous allons
x:oir, d’autre part, que P est encore homéomorphe & tout

ensemble bien ordonné du type w®-n-y, ol y est un nombre

de premidre espéce <o et que toub ensemble bien ordonné,

homéomorphe & P, doit avoir un tel type.

Deux ensembles bien ordonnés fermés du méme type sont,
en effet, homéomorphes ('application semblable de 'un de
ces ensembles sur lautre détermine en méme temps une
correspondance biunivoque et bicontinue entre leurs éléments).
Il s'en suit done immédiatement du th. 1 et de la définition
des systémes caractéristiques que deux ensembles bornés,
fermés; et dénombrables qui ont le méme systéme carac-
téristique, sont homéomorphes.

D'autre part, deux ensembles dénombrables, bornés, fer-
més et homéomorphes ont le méme systéme caractéri-
stique, puisque, pour les ensembles bornés et fermes ho-
méomorphes, les dérivés d’ordre égal sont toujours homé-
omorphes. Done, si Ton divise tous les ensembles bornés,
fermés et dénombrables en classes, en rangeant deux ensembles
dans une méme classe, lorsqu’ils sont homéomorphes-—=a toute
classe ou, comme nous voulons dire, & tout type topologique
borné, fermé et dénombrable, vient correspondre un systéme
caractéristique (a,n) bien déterminé. Réciproquement, op voit
sans peine que tout systeme (a,7), 0oU a est un nomhbre or-
dinal < et n un nombre naturel, détermine un type topo-
logique borné, fermé et dénombrable, notamment la classe de
tous les ensembles homéomorphes 4 l’ensemble fermé, bien
ordonné du type w“-m-+ 1. Ainsi, ensemble de tous les types
topologiques bornés, fermés et dénombrables a la méme puis-
sance que I'ensemble de tous les systémes («,n) en question.
Ce dernier ayant évidemment la puissance §,, nous parve-
nons au suivant

Théoréme 2. L'ensemble de tous les types topologiques
bornes, fermés et dénombrables est de puissance ..

Quant aux ensembles fermés dénombrables nomn bornés,
on démonfre facilement que chacun d’eux est homéomorphe
4 un ensemble qui §'obtient en enlevant d’un ensemble
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fermé dénombrable et borné un de ses points d’accumu-
lation. Il en résulte en vertu du th. 2 que Uensemble de
tous les types topologiques non bornes, ferines et deénombrables
est de puissance N.

Tout ensemble fermé dénombrable est clairsemé, c.a.d. ne
contient aucun ensemble dense en soi. La question s’'impose:
quelle est la puissance de Uensemble de tous les types topolo-
giques clairsemes?

Nous allons démontrer que ¢’est la puissance du continu.

Tout ensemble clairsemé étant dénombrable et I’ensemble
de tous les types topologiques dénombrables ayant une puis-
sance non supérieure a celle du continu (puisque l'ensemble
de tous les sous-ensembles dénombrables du continu a la
puissance du continu), il suffit évidemment de montrer que
I’ensemble de tous les types topologiques clairsemés contient
un sous-ensemble de puissance du continu. Deux lemmes
précederont notre démonstration.

Soit P un ensemble de points (dans l'espace & m dimen-
sions). Posons P,= P et supposons quenous avons déja défini les
ensembles P: pour 0<{é<<a ol a est un nombre ordinal donné.
Désignons par P. U'ensemble de tous les points qui sont & la
fois des points et des points d’accumulation de tout ensemble
P: pour 0<&é<<a. Les ensembles P, sont ainsi définis, par
I'induction transfinie, pour tout nombre ordinal at).

Soit » un point d'accumulation de P n’appartenant pas
4 P; étant donné un nombre ordinal «<<£, nous dirons que p
est une lacune d’ordre a de I’ensemble P, si p est un point
d’accumulation de tout ensemble P: pour 0<{é<a, sans étre
un point d’accumulation de lensemble P.. Lorsque p est un
point d’accumulation de tout ensemble P: pour 0<E<Q (donc
aussi, comme on peut le démontrer, un point d’accumulation
de Pgo), sans étre un point de P, nous dirons que p est une
lacune d’ordre 2 de 'ensemble P.

1) Les eusembles P, coincident avec les cohérences de Cantor.
On démontre que 'ensemble P,— dit le noyau de Pensemble P— &'il
n’est pas vide, est dense en soi; on a done en tout cas PQC.PQ 1 dfmc
aussi P,CP, pour «>£. On montre aussi gue si Py est vide, il ex'lst:e
un nombre ordinal e« 2 tel que Pensemble P, est vide. Il suffirait
A’ ailleurs, A notre but, de considérerseulement les ensembles P, d’indice « fini.
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Lemme 1. 8i un ensemble borneé P admet une lacune
dordre a<<f, tout ensemble borné Q qui est homéomorphe & P
admet au moins une lacune d'ordre =a 1).

Le lemme est vrai pour a=1: cela résulte immédiatement
du fait que tout ensemble qui est homéomorphe a un ensen.able
borné sans lacune (c. &. d. fermé) jouit de la méme propriété.

Soient maintenant: o un nombre ordinal donne, a>1, p
une lacune d’ordre o de I’ensemble borné P et ¢ un ensemble
homéomorphe & P. Il existe toujours, comme on sait, pour
1<a<Q, une suite infinie non décroissante de nombres or-
dinaux ay, a,, ..., telle que « est le plus petit nombre ordinal
supérieur & tous les nombres de cette suite %), Soit » un nombre
naturel donné queleonque; donc a,<<a. Comme le point p est
une lacune d’ordre o de 'ensemble P et a,<Ca, p est un point
d’accumulation de Iensemble P, . Il existe donc un point p,
de P,, tel que la distance p.p est <l/n. Soit ¢, Pimage de p,
dans Q. L'ensemble @ étant borné, il en est de méme de la
suite infinie ¢,,¢,, ... D’aprés un théoréme connu, il existe
donc une suite croissante d’indices my,7,, ... telle que la
suite In, (k=1,2,...) converge. Posons g=lim g, . Nous allons

k=c0 W

montrer que g est une lacune d’ordre >« de I'ensemble 6.

Remarquons d’abord que ¢ n’appartient pas a ¢. En effet,
la correspondance entre P et ¢ étant biunivoque et bicontinue,.
si p appartenait & @, la suite Py, (k=1, 2,...) de points corres-

pondant respectivement aux points I, convergerait vers un

point de P dont Dlimage dans @ est ¢. Or c’est impossible,

puisque nous avons limp, =p (carla distance p, p est <1/ng),
k=co k k

et p n’appartient pas & P.

1} On pourrait démontrer encore (en adoptant la définition de la lacune
d’ordre 2, donnée plus haut) que le lemme 1 reste vrai pour a=8; cela
résulte du fait qu'un ensemble ne possédant aucune lacune d’ordre £ a le
noyaun fermé ou vide et réciproquement, et que le noyau d’un ensemble
est un invariant topologique.

2) Pour nos fing, nous n’avons besoin que du cas ou « est fini; dans
ce cas nous pourrions poser ¢, =a—1 pour n=1,2,3,.... Or, le lemme
étant intéressant par lui-méme, nous en donnons une démonstration gé-
nérale; pour o fini, elle pourrait &tre un peu abrégée.
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On voit sans peine que, si @ est une image biunivoque et
bicontinue de P, @, en est une de P; pour tout nombre or-
dinal & Done p, étant un point de P, , ¢ en est un de Q, .
Soit £ un nombre ordinal satisfaisant & linégalité 0<& <Z.
Comme a est par définition le plus petit nombre ordinal tel
que a>a, pour n=1,2,..., nous concluons de £<a que l'on 2
pour n suffisamment grands £<a, Il en résulte que, pour
n>u, l’ensemble Q“n’ donc aussi le point ¢, est contenu

dans @, Le point g=limg¢ (n’appartenant pas & Q) est donc

un point d’accumulation de tout ensemble Q. pour 0<é<a:
c’est donc une lacune d’ordre >a de lensemble @, ce qui
acheve la démonstration du lemme?).

Lemme 2. Soient: p un point de Uensemble P, Q un en-
semble homéomorphe & P et q Uimage de p dans Q.

Si, dans tout entourage de p, il existe des lacunes d’ordre
a de P, sans qu’il en soit de méme des lacunes d’ordre >a de P,
tout entourage de q admet des lacunes d’ordre a de Q, sans qu'il
en sotl de méme des lacunes d’ordre >a de Q.

Soit ¢ un nombre positif donné. @ étant homéomorphe
4 P, il existe un nombre positif § tel qu'en désignant par U
Iensemble des points de P situés & la distance <é de p et
par V D'image de U dans @, ¢ appartient & V et tous les
points de V se trouvent situés & la distance <<e de ¢. Tout
entourage de p contenant par hypotheése une lacune de P
d’ordre «, il existe dans U une lacune I de P d’ordre a et, par
suite, la distance Ip est <e. L’ensemble ¥ étant homéomorphe
a U et les deux ensembles étant par définition bornés, il
existe en vertu du lemme 1 au moins une lacune d’ordre
=a de V et on voit sans peine que c’est en méme temps-
une lacune d’ordre =a de @. Il est ainsi démontré que tout
entourage du point ¢ admet une lacune d’ordre >a de .

Supposons maintenant que tout entourage de ¢ admette
une lacune d’ordre >a de . En raisonnant comme plus haut,
on montre qu’il existerait alors dans tout entourage de p une

') Notons que, si un ensemble borné P posséde une lacune d’ordre «,
Pensemble borné ¢ homéomorphe & P peut ne posséder aucune lacune
d’ordre ¢ et que le nombre des lacunes de ¢ d’ordre =-¢ peut différer de -
celui des lacunes de P d’ordre = «.
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lacune d’ordre >a de P, contrairement a I’hypothese qu’il
n'en est pas ainsi. Or, nous avons démontré que tout entou-
rage de ¢ admet une lacune d’ordre >a de ; nous en
concluons done que tout entourage de ¢ admet une lacune
d'ordre « de @, sans que tout entourage de ¢ en admette
d’ordre >a, c.q.f.d.

Ceci établi, soit
(yy (s Chgs - -

ane suite infinie donnée, formée de nombres 0 et 1.

Spient k et n deux nombres naturels. Placons a 'intérieur
de Pintervalle r:f!k—-l—, k——}——> un ensemble bien ordonné

s R n+1

fermé du type w2¥ 1T 11 et enlevons en le dernier élément.
Nous obtiendrons ainsi un ensemble bien ordonné G ,, du
type o> T%, possédant une lacune unique, et on voit sans
peine que ce sera une lacune d’ordre 2k -+ ap.

Soient: p, le point d’abscisse k et &y l'ensemble contenant
un seul élément p,. Désignons maintenant par G=G(ay, @, ...)
I'ensemble bien ordonné

G1,14+G1, 04 Gyt + G ot
+ G, 1+ G+ Go st oA Go 0+

+ Gy 1+ Gyot- Gr s+

. -

“-+Gk,m+

-

On voit sans peine que seuls les points p,p,, ps,... de
I'ensemble G sont des points d’accumulation de lacunes de
cet ensemble et que tout entourage de p, contient une lacune
de G d'ordre 2k-+a. sans qu'il en soit ainsi des lacunes
d’ordre >2k--a;.

Solent maintenant

(1) Uy, (s, Gs, ...,
)
(2) by, ba, b, ...

deux suites infinies distinctes composées de nombres 0 et 1. Nous
allons montrer que les ensembles G=@(a,, a4y, ...) et I'=G(by, b,,...)
ne sont pas homéomorphes.
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En effet, soient a, et b, deux termes différents des suites
(1) et (2). Dans tout entourage du point p, de G, il existe
une lacune de G d’ordre 2r+4a,, mais il n'en est pas de méme
des lacunes d’ordre >2r--a,.

D’aprés le lemme 2, il existerait done dans Iensemble I,
supposé homéomorphe & G, un point ¢ (image de p,) dont
tout entourage contient une lacune de I' d’ordre 2r+a,,
sans que tout entourage de ¢ en contienne d’ordre >2r-La,.

Or, on voit sans peine qu'en désignant convenablement
par g, ¢, ¢.,.-- les points d’accumulation de lacunes de ’en-
semble I', nous pouvons supposer que tout entourage du point
g, contient une lacune de I' d’ordre 2k-+b;, mais qu’il existe
des entourages de ¢, sans lacunes de I” d’ordre >2k-10,.

Nous avons done, pour un indice s:

g=¢q, et 2r4a,=25+0b,.

La différence a,—b,=2(s—r) étant <1 en valeur absolue
(puisque @, et b, sont des nombres 0 ou 1), nous en concluons
que s=r et a,=10bs, ce qui donne a,=b,, contrairement & I’hy-
pothése que a, et b, sont deux termes différents des suites
(1) et (2). Les ensembles @ et I' ne sont donc pas homéo-
morphes.

Deux ensembles Glay, a,, a,,...) et G(by, by, bs,...) corres-
pondant aux suites (1) et (2) différentes (formées des nom-
bres 0 et 1) appartiennent donc toujours & des types topolo-
giques différents. Tout ensemble G étant évidemment clair-
semé (comme un ensemble bien ordonné)l), on a le

Théoréme 3. L'ensemble de tous les types topologiques
clatrsemes est de puissance du continu.

Ajoutons qu’on peut démontrer aussi que Uensemble de
tous les types topologiques fermes est de puissance du continu.

(a3

~ . - . s w
1) Tout ensemble ¢ est méme réductible, puisque le dérivé Gl est
vide. (On appelle réductible tout ensemble dont le dérivé d’ordre &£ est
vide. La réductibilité d’un ensemble n’est pas un invariant topologique).






