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Sur une condition pour qu'un continu soit une
courbe jordanienne.

Par

Waclaw Sierpinski (Warszawa).

Le but de ce Mémoire est la démonstration du suivant

Théoréme. Pour qu'un continu C (situ€ dans un espace
euclidien & m dimensions) soit une courbe jordanienne, @l faut
et il suffit que, pour tout e>0, ¥l soit une somme d’un nombre
fini de continus de diamétre <<e.

Lemamne I. Si un continu C (dans Uespace & m dimensions)

est une somme d’un nombre fini de continus 4,, A,,...,As, chague

- A . ) A - .

couple A, A, de ces continus peut étre li€ par une chaine finie
de continus

(1) By, By, ..., B,

telle que

(2) | By=A4,, B,=A4,,

(3) BiBit1==0 pour ¢=0,1,...,r—1,

tout B; (ou 1=0,1,...,7) dtant un A (o k=1,2,...,8).

Démonstration. Soit donné un indice p<s. Désignons
par M V’ensemble de tous les continus 4, (¢g=1,2,...,s) pour
lesquels il existe au moins une chaine (1) satisfaisant aux
conditions (2) et (3) (tout B; étant un A;), et par N I’ensemble
de tous -les autres continus 4,.

Admettons que ’ensemble M n’est pas vide (I’ensemble IMN
n’est pas vide, puisqu’il contient 4,). Soient: § la somme de tous
les continus appartenant & MM et T celle de tous les continus
appartenant & 9N; les ensembles S et T sont évidemment
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fermés, comme sommes d'un nombre fini de continus. Or, on
voit sans peine que S et T sont sans point commun. Suppo-
sons, en effet, que = soit un point commun & § et 7. Il existe
donc un 4, dans M et un 4; dans N, tels que x est un point
de 4p et de 4, Nous avons done 4,4;0; or, 4, appartenant
a M, il en résulte immédiatement, d’aprés la définition de M,
que A4; appartient aussi 4 M, contrairement &4 I’hypothése
que A; appartient & N. Les ensembles S et T sont done sans
point commun. Il en résulte que le continu ¢ peut étre dé-
composé en une somme C=S-+7T de deux ensembles fermés
sans points communs, ce qui est impossible. L’ensemble 9N est
donc vide, ce qui démontre notre lemme.

En particulier, lorsque p=g, on peut poser By=4, avee r=0.

Lemme I1. Dans les hypothéses du lemme I, il eriste pour
A, et A, une chaine (1) satisfaisant eux conditions (2) et (3)
et qui contient (au moins une fois) tout continu 4(k=1,2,...,8).

Démonstration. Appelons une chaine (1) satisfaisant aux
conditions (2) et (3) chaine (4,,4,) et écrivons consécutivement
les termes des chaines:.

(AP:Al)y (AlyA?) (-A-27 A3)7 seey (As—h AS)a (AS;AQ)'

La chaine ainsi obtenue satisfait évidemment & la thése du
lemme I1T.

Lemine III. Si Densemble S est une somme d’un nombre
fini de contéinus: 8= Ci+ Cy+...+Cny et 81 S contient un con-
tinu (' tel que CC==0 pour 1=1,2,...,n, Pensemble S est un
continu. |

Démonstration. Supposons que ’ensemble § soit une
somme de deux ensembles fermés non vides sans point commun:
S=A-+ B. On voit sans peine que tout sous-continu K de S
est contenu soit dans A4, soit dans B. En effet, supposons que
nous ayons simultanément KA =0 et KB=0; la formule
K—KA-+ KB donnerait alors une décomposition du eontinu K
en une somme de deux ensembles fermés sans points com-
muns, ce qui est impossible. Nous avons done soit KHA=0,
soit KB=0, ce qui prouve, d’aprés ’hypothese KCS=A+B,
que l’'on a soit KCA4, soit KCB.



ICM  Biblioteka Wirtualna Matematyki

46  W. Sierpinski:

En particulier, en posant K=(, nous en concluons que
le continu O est contenu soit dans A, soit dans B, p.ex. CCA.
Comme CC;==0 pour i=1,2,..,n, on a donc AC;==0 pour
j=1,2,...,n. D'autre part, en posant K=C; nous concluons
que tout (; est contenu soit dans 4, soit dans B, d’ou, vu que
A4C==0 et 4AB=0, on a ¢;CA pour i=1,2,...,n. Par conseéquent,
I’ensemble 8= C,+ Cy+...+Cr est contenu dans 4, contrai-
rement & la supposition que B==0.

L’ensemble S ne peut donc pas étre une somme de deux
ensembles fermés non vides A et B sans point commun. Or,
comme somme d’un nombre fini de continus, 1’ensemble §
est fermé et contient plus qu’un point. IL’ensemble § est donc
un continu, c. q. 1. d.

Passons maintenant & la démonstration du théoréme.

Supposons que le continu C soit, pour tout ¢>0, une somme
d*un nombre fini (dépendant de ¢) de continus de diameétre <.
Nous pouvons done écrire en particulier (pour e=1/2):

(4) G=+’11+A2+---+A37
ot A, 4,,...,4, sont des continus de diametre <1/2. |
D’aprés le lemme II, il existe une suite
(5) Uy O, Cgyoeey Oyt
telle que
Ci-1Ci;==0¢  pour i=1,2,...,m—1,
tout terme de la suite (5) étant un terme de la série (4) et tout

terme de la série (4) figurant au moins une fois dans la suite (5).
Nous pouvons évidemment supposer encore que m;>1 et

(6) Om—2= Om—1

(puisque’on n’aurait en cas contraire qu’s répéter le dernier
terme de la suite (5)).

Nous allons définir maintenant une suite de nombres naturels
My, Mo, My, ... €4 les sous-continus de €

(7) Cklg kg, eney ks

n

ou k=0,1,...,m;—1, i=1,2,...,n et n=1,2,3,...,, de diametre
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(8) ' (Z(Ckpkm---,kn) < 1']2n
et tels que l’on ait:
1 T
(9) Chy\kigyenkiy_,C
C Oy, s 0Tk B, 1Ok gk ymy—17)s

(10) Chikign by Chpligsennky_g,i T 0 (j=1,2,..., mp—1),

*n— n—

(11) le’km" I Cm =0 (k=0,1,...,m;—1; i=1,2,...,n),

k1, k3, ..., ki, désignant le systéme qui suit au systéme ki, k2, ..., kn—
(lorsqu’on range tous les systémes kg, ks, ...,k selon le principe
de premiéres différences?)) et my—1,m2—1, ..., m,—1 ayant
la méme signification que le systéme mi;—1,m2—1,...,mn—1.
Désignons encore par ki, ks,...,k. le systéme qui précede le
systéme ki, ks, ..., kn, lorsqu’on range tous les systémes ki, ks, ..., kn
selon le principe de premiéres différences.

Supposons que les nombres ms,ms, ..., Ms et les continus (7),
contenus dans € et satisfaisant aux conditions (8),(9),(10)
t (11), soient définis pour une valeur naturelle de n (ce qui
a lieu pour n=1). '

Par hypothése, le continu C peut étre regardé comme une
somme (=G4 G+ ...+ G, o1

(12) ‘ G, G, ey O

sont des continus de diamétre <1/2"".

Etant donnés les indices ki,ks,...,kn (00 k=0,1,...,m;—1 et
1=1,2,...,n), soient

y @
(18)  Bikyosky  Bhpkyenky 000 Bhpky,. ik

n n

ceux des continus (12) qui ont des points communs avec le
3 Y
continu Ckl’k?.""’kn. Posons

’ e (l)
(14:) Sk1=k2:-"skn=Bk1$k’2""’kn+Bk1’k2 ]“ T + 7"1’ 27 k ’

1) Gk1 Koy ity POUT M= 1 désignant le continu C.
) e.ad. que de deux systémes ol premier terme par lequel ils dif-
férent est le p-iéme, on éerira d’abord celui des deux systémes dont p-iéme

terme est plus petit.
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11 résulte de la définition des ensembles (13) et de la for-
mule (14) que S p ...&, contient le continu Cy r .. k-

n

Comme Bkl gy -
concluons en vertu du lemme I1I que Skl, by rnr est un continu.
Soit Pl kg un point commun des ensembles 07“17 higyorrs ko, €F

n

Lk, Ck1 km._.,;ﬁnzi:O pour ¢=1,2,...,], nous en

Cm (un tel pomt existe pour k=0,1,...,m;—1 et i=1,2,...,n

d’apres (11)) Posons 2,4 . 0=Po,o0,..0° Nous aurons done pour

kE=0,1,...,m;—1 et ¢=1,2,...,m
(15) COki,k I

: ce \~ :
pl"l’k:!”"’k kl’k:l""’kn’ pkl’k?."“’kn 2202 %p

n

Comme Okl,k.,,...,k CSki.k.,,...,kn, nous concluons en vertu
de (14) et (15) qu’un au moins des termes de la série (14), p. ex.

B( klykz""’kn), contientle point p, , . etunaumoins, p.ex.
1, 2,..-

ki,k?-,u.,kn *n
(Y by, . k) . :
B F¥a-oka' contient le point p, ., . HEn vertu de (14)
Foy, By een o Koy 12 g wen s o '
et du lemme II, il existe donec une chaine finie de continus
, .
h . —1
(16) DO . D o DWWy Toyyee, 1,
70 N T T T By Ty K,
telle que:
Uy . hy —1 v, 1.
a7) D = Bkttt Uk, ) — 5%k By k)
S S AR N - by Koy wns B Fogsfogy s
Q ) (+1) . Aq
(18) kakg Dki,k,, kn=l=0 pour ?;—-0,1,...,hki,kz,m,kn—z,

tout terme de la suite (16) étant égal & un terme de la série (14)
et tout terme de Ia série (14) figurant au moins une fois dans
la suite (16).

Il est clair que (sauf peut-étre le cas ki=m; —1, i=1,2,...,n)
NOusS avons§ encore

S )
19 phyes Ty ) o)
(19) ‘Dki,kz,...,kn Dki,k,, F +0,

puisque, d’aprés (17), les deux ensembles du membre gauche
contiennent le point p, , . |
1229

n
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Soit m,+1 le plus grand des nombres hkpkz p 1 ot
N
Ei=0,1,...,.m; —1 et i=1,2,...,,n. Posons:

(20) D(kn*i) pour]k,:O,l,...,m, 1, :=1,2,...,n
C APA), kn lk:z—i—l:O,]_,..., h‘kia ,2,_‘_’]% —-1,
P TN T
1 n>fpty hk e k-——l |];,1-_—._O’]_,,__,-mi-—-1, I= 527 )
D “Lreee T pour
ki’kﬂ""’kn lhki,kz, n-.,kn :\<\ kn+1 é 772’“"“1 _—1'

Nous aurons Mmpp—2 = h"q Fypernk, Ly d’ott selon (20)
" n
(pour % naturel):

9 Y — .
(21) C kyskyyenes kn,-711n+1—1 == Ck1,k.2, '“”kn”’71n+1“‘2 ’

ce qui est encore vrai d’apres (6) pour n=0.
Les formules (20) montrent que tout ensemble

(22) Ckp ok g oun k=0,1,...m;—1 et i=1,2,...,n+1

est égal 4 un (au moins) des termes de la suite (16) et réci-
proquement; tout ensemble (22) est donc égal &4 un (au moins)
des termes de la série (14) et réciproquement. Il s’en suit que:
0 ,v .
(23)  Chpkgyerns b Ohyyovsk iy 70

pour k=0,1,...,m;—1 et i=1,2,...,n+1,

(24) Crokyok, CChyppnsk 0 F Oyl 1 oo+ Oy B, —1

et que tout ensemble (22) est un &; (¢=1,2,...,7) done un con-
tinu de diamétre <1/2""", contenu dans C.

Nous avons évidemment:
Fe1,kay ey kny k141 pour knr1=0,1,..., Mpyr1—2,
E1ykayeenybony, 0 pour kyi1=mMpt1—1,

klykZ,-..,kn,kn+1=
d’ont selon (20):

-!—1)
Y =( =D\
Cki,...,kn,kn+1 kl"“’kn’kn+1+1 ki,kz, Ky
. pour kn—{—l:O’l, sy ]Z,ki""!kn—‘z,
(Pkgyensk, 1)
o =D "
Cki, axey kn, kﬂ—l-l C]b ]L kn+1T1 ]bi,k), awy IUII
pour hkl"“’kn —1<kpa <My — 2,
)
O — e =D
Fgs e ,k k kgkyseenley, O [ P ok,
pour kny1="Mn1 —1.
4

Fundamenta Mathematicae T. I.
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D’aprés (18), (19) et (20), nous pouvons done écrire:

(25) Ok lepers iy 1" O g T 0
pour k=0,1,...,m;—1 et i=1,2,...,n+1,

sauf peut-étre dans le cas ol ki=m;—1, i=1,2,...,,n41, dans
lequel on a cependant par définition ki, ks ...y Font1=F1y K2y oo ey Bnt1,
de sorte que la formule (25) subsiste encore.

Les formules (23), (24) et (25) expriment évidemment les

propriétés (10), (9) et (11) pour 1.

T suite infinie des nombres my, My, Mg, ... €t les continus (7)
contenus dans C et satisfaisant aux conditions (8), (9), (10) et (11)
peuvent done &tre définis par induction.

Soit
(26) gy Figy Ty e
une suite infinie donnée d’entiers satisfaisant & inégalité
(27) 0k <my,—1 on n=1,2,3,..

Je dis que la suite infinie des continus
(28) Ok Chpky. Oy kogikiy
converge vers un point p=p(ky ks ks,...).

Soit p, un point du continu 0751’7'?-»---:70“' D’apres (10), on a

n

Chey Tigsoes o, Ol Fogy v s Tl q T 0

Les diametres des continus Cy p.....&, ©€b Clty Tony o o0l o
gy eeey ity sy eey Vv

dont le premier contient le point p, et le second le point p, .,
gtant (d’aprés (8)) respectivement <1/2" et < 1/2"" il vient
1 1 3
(29) 2Py Prst) S Ga T 5= ey
0(P P,y désignant la distance entre p, et p,.,.
L’inégalité (29) donne (pour g naturel):
3
:?,7,’

ce qui montre que la suite {p } converge vers un point limite

3 3 3
(30) 0(DPryy) <§n__+1+é—n_.{:9_+“'+m2n+q<
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p=1Imp, . Or, linégalité (30) donne pour g—oo
=00

(31) e(p,s p) < 3/2%

Le diamétre de Ck, k.. ok, €tant <1/2° et p, appartenant
& C»‘ki, 7 e conclut de (31) que tout point de I’ensemble
Ckyokyy.. b, €56 & une distance <4/2" de p, ce qui montre
que la suite (28) converge vers le point p.

A toute suite infinie (26) d’entiers satisfaisant aux inéga-
lités (27) correspond donc un point p=p (ky, ks ks,...) qui est
un point limite des continus (28).

Soit maintenant ¢ un nombre réel donné tel que
(32) 0<<t<1.

Posons (F désignant 1’,entier de*):
(33) k= Emt,

kn=Emi Ma... Mt —mn B1mg me ... mp—qt  pour n=2,3,4,...

Nous aurons évidemment d’aprés (32) et (33):

(34) o<k <m—1,
M M2 Mt —L<Emimy... Mpt MyMs... Mint,

M1 M. . Mp—1t— 1< Emima... 0y 1My Ms... Mon—1 i,

done —1 < Emyims...Mpt— My EBmims... mp—1t < My, c’est & dire
0 <Emama... ot —mp Emims...mp1t<m,—1, d’oll en vertu
de (33)
(35) 0k <mp—1 pour n=2,3,4,....

Nous pouvons donc écrire, d’apres (34) et (35)

0<bnm,—1 pour »n=1,2,3,....

A tout nombre réel ¢ satisfaisant 4 1’inégalité (32) correspond

par conséquent une suite d’entiers (26) satisfaisant 4 ’inégalité

(27), donc aussi un point limite de la suite infinie des con-
tinus (28)

p (t):"_' 14 (k”n kzﬂ km )
4:*
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Posons encore

(36) p(l)= h‘_glo Gmi-«-l,mr—l,... ,m,—1

Nous allons montrer que p(f) est une fonction continue de ¢
pour 0<{i<1.

Soient dans lintervalle <0,1> #',t" deux nombres tels que
t""<1 et

(37) 0t —t' <1 /mima... My

et soient {kn}, {kn} les suites correspondantes des k., déter-
minées d’aprés les formules (33), en y remplacant respective-
ment ¢ par ¢’ et t”.

Supposons que pour un indice 1<<¢
(38) Emims...mit"" == Emima...mit"’.
D’apres (37), nous avons

0 < MMt —mima... Mt < MiMa... Mg [ MiMa... My < 1,
d’ou

0 < Emyma... mit’' — Emgma...mit’ < 1,
ce qui donne d’apres (38) 1'égalité
(39) Emyma... m;t’" = Emima.. . mt' -+ 1.

Or, comme on voit sans peine, ’inégalité (38) entraine
a plus forte raison l'inégalité

Emy M. M Mij1 t' =I= Em1 Ma. .. MMy t”,
donc aussi I'égalité
Em1 M. Miyq P = Em1 Ma... M4 t’ + 1.
Soit s<g le plus petit indice poin' lequel

Emyms...mst’ 3= Emqms... mgt’’.
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Il vient
Emyma... mi”’ | BEmyma... mi’ pour i=1,2,..., s—1,
- Dees i = )
\ Emyma...mit'41 pour s=s, 8+41,...,¢,

d’ol selon (33):

| &z pour i=1,2,...,8—1, ks=ks+1,

W=\ ;
| & —(m;—1) pour i=s+1,84+2,..,4.

Or, cette derniére formule montre d’apres (35) que

hi=m;—1 et ki=0 pour t=s8-+1,8+2, .., 4.

r

Les systémes %i,k%,...,k; et ki,k2,...,k; coincident donc
respectivement avee les systemes
k1, Koy ooy Koty Ky Mg — 1y Mg — 1, oy g —1

et
ki, B, ... Koy, Ks+1,0,0,..., 0,

Par conséquent ki, ..., ky="Kki, ke,..., kg, d’0l selon (11)
(40) Ol 15, o Okl s +oe s F0-

Dans le cas ol l'inégalité (33) ne se preésente pour aucun
indice 1<{g, nous avons

Emims...mit = Emms...mt"’ pour =1,2,...,q,
d’ot, selon (33), ki=k pour 1=1,2,...,g. Les systémes
ki, Kb, ..., kg et N

sont done identiques et la formule (40) subsiste encore.

Nous avons ainsi démontré que l'inégalité (37) entraine
toujours la formule (40) pour #'<1.
Soit maintenant t'=1 et 0<t'<¢. L’inégalité (37) de-

vient alors

1 ,
11—’
MM ... Myg

ce qui donne pour i=1,2,...,q
, 1 ‘ ;
My 2 o Pl ———— L My M ... MiE < MMz ... sy
Moig1...- My
d’ou
Emima...mi’ = mims...m;—1,
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donc, d’apres (33),
(41) Ei=m;—1 pour 4=1,2,..,¢.

D’aprés (36), nous pouvons regarder la suite des k,=m,—1
(n=1,2,3,...) comme correspondant & ¢''=1; nous avons donc

d’apres (41) |
ki=ki pour i=1,2,...,¢q

et la formule (40) subsiste encore.

Nous avons ainsi démontré que l'inégalité (37) entraine la
formule (40) pour deux nombres quelconques ¢' et '’ de l’in-
tervalle <0,1>.

Soit p, un point de Ok;,k’z,...,k; et p, un point de Olc’i’,k;’,...,k'(;_
D’aprés (40), le diametre de Ok;,k;,...,k; et Cic’l',k.'z’,...,k'(; étant

<1/2% nous concluons que
(42) o, 0)<2/2°.
Or, soit p'=9p(¢') la limite de la suite des continus
Ok Oriy Okl iy
et p"'=p(t") celle de la suite des continus
U Oty O i
Nous avons démontré plus haut (p. 51) que tout point de
Ck,,k,,...,k, €8t & une distance <4/2" du point lim Cley, Bypere e,

n—eo

Done:
Q(p;yp’)<4/2q7 Q(plq’ap”)<4’/2q7
et d’aprés (42)
(43) o(p(t'), p(t”)) = o(p’,p") < 10/2°.

Il est ainsi établi que Dinégalité (37) entraine (pour
0K et 0t <<1) linégalité (43), ce qui montre que la
fonetion p(f) est continue pour 0<i<1.
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Il s’en suit de la définition de la fonction (i) que, pour
tout nombre ¢ satisfaisant & l'inégalité 0<i<{1, le point p(?)
est un point d’accumulation de ’ensemble (, done (C' étant
un continu) un point de C. Or, nous allons montrer que, pour
tout point p, de C, il existe au moins une valeur de ¢ (0<<t<<1)
telle que p(t)=np,.

Soit, en effet, p, un point donné de C. D’aprés (9)

CFCOO“}—G;‘}—.‘.‘*—GmI_L

Le point p, appartenant & C, il appartient & un au moins des
ensembles C; ou 1=0,1,2,...,m; —1. Soit I, le plus petit indice
pour lequel p,CCy. D’apres (21), on a L;<<my—2 et d’apres (9)

G, COL1+Ch o+ oo+ 0, my—1e

En raisonnant comme auparavant, nous en concluons qu'il
existe un indice I (0<I<m,—2) tel que p,CC, ;; soit I, le plus
petit indice I satisfaisant & cette condition. En répétant ce
raisonnement, nous arrivons 4 une suite infinie de continus

(4:4:) 011, 011,12, Olnla,lm .. - (li::O,l,...,m,-—B)

telle que

(4:5) pOCOZPZz,"_Jﬁ (n= 1,2,...).
Posons maintenant

f _h L Ly

(46) b= m, ™ My Mg T Ty Mg M
Comme

(47) 0l <my —2 (n=1,2,...),

nous concluons sans peine que la série (46) converge et que
0<t,<1.
Les formules (33) donnent pour t=t,, d’aprés (46) et (47):
(48) kn=1, (n=1,2,...).
Or, en déterminant les nombres k. des formules (33), nous
avons pour 0<i<1

p(8) =1m Cp k...l
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done, d’aprés (43), pour t——to
(49) p(t ) 11111 Ol e Ly

Les formules (43) et (49) donnent sans peine py=p (£).
Nous avons ainsi démontré que ’ensemble € coincide avee

Pensemble de tous les points | |
(0) p(i) (0<I<1).

La fonction p(f) étant continue pour 0<CI<C1, il en résulte
que C est une image univoque et continue de 1’1nterv‘1,lle <0,1>:
¢’est donc une courbe jordanienne.

Nous avons ainsi établi que la condition de notre théoreme
est suffisante; nous allons montrer maintenant qu’elle est
nécessaire.

Soit ¢ une courbe jordanienne. Il existe done une fone-
tion p(t) continue pour 0<t<1 et telle que 'ensemble € coin-
cide avec I’ensemble de tous les points (50).

Soit ¢ un nombre positif donné. La fonction p(t) étant
continue pour 0<t<1, il existe un entier positif » tel que
'inégalité [t—t|<1/n entraine pour ¢ et ' de lintervalle
<0,1> Yinégalité o(p(1),p(i') < ¢ ,

Désignons par Cp Densemble de tous les points p(¢) pour
lesquels

(k—1)/n < t < k.

Nous surons évidemment C=0+C0o+..+Cp et Cp (k=1,2,..,n)
seront des continus de diamétre <e La condition de notre
théoréme est donc nécessaire, c. q.f. d. '

Notre théoréme étant ainsi établi, nous allons l'appliquer
4 démontrer un théoréme de M. Mazurkiewicz sur les con-
tinus jordaniens.

Soit ¢ un continu donné. Appelons point de premier Jeme
de C tout point p tel que, pour tout nombre donné >0, il
existe un sous-continu K de ¢ de diamétre << e et un nombre
>0 tels que tout point de ¢ dont la distance du point p
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est <0 est contenu dans K. On peut démontrer sans peine
que cette définition équivaut & la définition du point de pre-
mier genre d’un continu, donnée par M. Mazurkiewicz4).
Le théoréme de M. Mazurkiewicz s'exprime comme il
suit 8):
Pour quw’un continu C soit une courbe jordanienne, il faut
et il suffit que tous les poinis de C soient de premier genie.
Démonstration. Soient (dans ’espace euclidien & m di-
mensions): ¢ un continu jordanien, ¢ un nombre positif quel-
conque, p un point donné de (. Il existe en vertu de notre
théoréme une décomposition
(51) C=Ci+ Co4-...4+ Oy

ou C; (4=1,2,...,n) sont des continus de diametre <e/2. Comme
p appartient a C, un au moins des C; contient p. Soient

(52) Ogyy Cgyy '"-’qu
ceux parmi les termes de (51) qui contiennent p et

-
Crlz» Crgf e Grl

tous les autres termes de cette décomposition (8’il en existe).
Posons.

K= C'q1+ Cogy+ ...+ Cq,.

Chacun des ensembles (52) étant un continu de diamétre
<¢/2, et contenant p, on voit sans peine que K est un continu
de diametre <Ce.

Or, posons
L= C‘Tl—l— Gr2+ et Cr

(est donc par définition un ensemble fermé (ou vide) ne
contenant pas p. Il existe par conséquent un nombre positif 0
tel que tout point de L est situé & distance >¢ du point p.
(Dans le cas ol l’ensemble L est vide, on peut poser p.ex.

1) §. Mazurkiewicz, Sur une classification des points situés sur un
continu arbitraire, Comptes Rendus de la Société des Sciences de Varsovie.
IX (1916), p. 441.

5) 1. e., p- 442.
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§=1). Done, tout point de ¢ dont la distance de p est <0
appartient & K (puisque EHC—L). Nous avons ainsi démontré
que p est un point de premier genre (par rapport au continu C).
La condition de M. Mazurkiewicz est done nécessaire.

Admettons maintenant que tout point du continu C est
de premier genre et soit ¢ un nombre positif donné.
FEnvisageons toutes les spheres m-~dimensionnelles § jouissant

des propriétés suivantes:

10 Le centre de la sphére § a des coordonnées rationnelles.
20 Le rayon de S est rationnel.
30 T1 existe un continu de diamétre <¢ contenu dans C

et contenant SC.

A toute sphére 8 qui satisfait aux conditions 19, 20 et 39,
faisons correspondre un continu Cs de diameétre <<e contenu
dans C et contenant SC; un tel continu COs existe en vertu
de 3° (quant & la correspondance en question, son existence
résulte de I'axiome du choix).

Je dis que tout point p du continu C est intérieur an moins
5 une sphére § satisfaisant aux conditions 1°, 20 et 39, En
effet, tout point de C étant par hypothése un point de pre-
mier genre, il existe pour & considéré, un sous-continu K de €
de diamétre <¢ et un nombre positif 6 tels que tous les points
de O situés & distance <6 du point p appartiennent a K.
Soit §=8(p) une sphére assujettie aux conditions 1° et 29, de
centre situé 4 distance <4/2 du point p et de rayon r com-
pris entre 6/2 et 8. Tout point de la sphere S est dono a la
distance <& du point p; il en résulte que l’ensemble SC est
contenu dans K. Par conséquent, la sphére S satisfait aux
conditions 1°, 20 et 3%; en méme temps, p est un point intérieur
de S (comme situé & distance <6/2<r de son centre).

L’ensemble de toutes les sphéres qui satisfont aux condi-
tions 19, 20 et 30 est donc non vide; or, il est évidemment au
plus dénombrable et nous pouvons par conséquent les ranger
en une suite

(53) 8, 8, s, ..
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Si la suite (53) est finie, nous pouvons la remplacer par
une suite infinie, p.ex. en la répétant périodiquement. Sup-
posons done que la suite (53) est infinie et contient (au moins
une fois) toute sphére S satisfaisant aux conditions 19, 29
et 3% Soit

(54) CSI: CS-_'J GSsa

la suite infinie de continus (s correspondants situés dans C.
Je dis qu’il existe un indice » tel que

(55) C'=Cs,+ Cs,+ ..+ Cs,.

En effet, en supposant le contraire, il existerait dans C,
pour tout indice 7, un point p_ qui n’appartient pas & I’ensemble

(56) Cs,+ Cs,+ oot Cs,.

Le continu ( étant un ensemble borné, on peut notoire-
ment extraire de toute suite infinie de ses points

(57) D Doy Dy -

une suite convergente p ,p, ,p,,... O M<Tny<my<l... et, ¢
étant un ensemble fermé, le point

(58) pozhmpnk
k3o

appartiendrait encore 4 C.

Or, nous avons établi que tout point de (' est intérieur
au moins % une sphére § satisfaisant aux conditions 1°, 2° et 39,
donc au moins & une sphére de la suite (53). Soit S, une
sphere de la suite (53) contenant dans son intérieur le point p,,.
Daprés (58), il existe un indice n>q tel que le point p, est
aussi intérieur & la sphére S,. Le point p, appartient done
a S,C, et par "conséquent & Cs, (d’aprés la définition du
continu Cs). D’autre part, selon la définition de la suite (B7),
le point p_ n’appartient pas & la somme (56), done & plus
forte raison & l’ensemble Csg,, puisque n>>¢. C’est une contra-
diction.

T’existence d’un indice n pour lequel on a la formule (55)
est ainsi établie. Chacun des ensembles (54) étant un continu
de diamétre <e contenu dans C, nous avons donc démontré
que ( est une somme d'un nombre fini de continus de dia-
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métre <e Comme e est un nombre positif arbitraire, il en
résulte que le continu C satisfait la condition de notre théo-
réme: c’est donc une courbe jordanienne. La condition de

A Mazurkiewicz est par conséquent suffisante.

Remarquons encore qu’on pourrait aussi, en s’appuyant sur
notre théoréme, démontrer sans difficulté un autre théoreme
de M. Mazurkiewicz®):

Pour quwun continu C soit une courbe jordanienne, 9l faut et
il suffit qu'e tout couple a,b de ses poinis corresponde un con-
tinw C(a,b) contenant a et b et contenw dans O, le diamétre de
C (a,b) tendant vers O avec la distance des poinis a et b.

§) 8. Mazurkiewicz, Sur Parithmétisation des continus I1I, Comptes
Rendus de la Société des Sciences de Varsovie VI (1913), p. 945.






