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Sur les images des fonctions représentables
analytiquement.

Par

W. Sierpinski (Varsovie).

Soit f= f(#,, Z;,..., %,) une fonction donnée de »n variables
réelles. L'ensemble I(f) de tous les points (zy, #y,..., Z., @,4;) de
Yespace & n4-1 dimensions dont les coordonnées sitisfont 3 1'égalité

J@y 25,5004 L) == Ty

est appelé image de la fonction /. Suivant une notation utilisée par
M. Lebesgue, nous pouvons écrire: I(f) = E(f = t1) D

La fonction f est évidemment caractérisée par l'ensemble I(f).
Nous donnerons dans cette Note une condition nécessaire et suffi-
sante A laquelle doit satisfaire image d'une fonetion, pour qu'elle
soit représentable analytiquement,

Or il n'est pas facile de trouver des conditions nécessaires et
suffisantes auxquelles doit satisfaire Iensemble I( JS) pour que f
soit une fonetion d'une classe donnée. Le probléme devient beau-

coup plus facile si l'on considére au lieu de Vensemble I (f) les
deux ensembles | "

(1) Ef <@.) et E(f> )
en lesquels — on pourrait dire — limage I (f) découpe Il'espace
& n -1 dimensions. |

Nous examinerons comment la classe de la fonetion J dépend
des classes des ensembles (1). ~

) M. Lebesgue considére d’aillenrs des ensembles n-dimensionnels B (f= a},
E(f> a) etc., ot o est une constante. ' '
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1. Théoréme I. Pour quune fonetion f(r, x,,..., )
(définie pour tous les systdmes de » nombres réels z,,x,...,x,)
soit de classe o au plus, il faut et il suffit que les
deux ensembles

(1) E(f< wﬂ-}-l) ot E(.f> mn-}—l)

soient des ensembles O de classes o au plus.

On dit, d’aprés M. Lebesgue!) quun ensemble de points
(situé dans l'espace & m dimensions) est O, de classe @, #il peut
étre considéré comme l'ensemble E(p=f=0) relatif & une fonctlon @
(de m variables réelles), de classe e, ot si crla est impossible
& l'aide d'une fonction de classe inférieure & @ ?). On peut aussi
définir les ensembles O sans I'aide de fonctions, comme il suit.

Les ensembles O, de classe O (dans l'espace & m dimensions)
sont des ensembles owuverls, c'est-d-dire ceux qui sont complémen-
taires des ensembles fermés. Pour > 0 on définit les ensembles O
de classe @ par l'induction transfinie, comme ensembles qui ne sont
pas des ensembles O de classe <<a et qui sont de la forme

E=Y " C(B,1), o4 B, (k,1=1,2,3,...) sont des ensembles O

keal  Juul
de classe < « 3).

Soit f== f(#, as,...,,) une fouction donnée de n variables

réelles, de classe @ au plus. Nous démontrerons que les ensem-

bles (1) sont O de classe ¢ au plus. |

Cela est vrai pour ¢==0." En effet, si la fonetion J(@yeony 2,)
de n variables réelles est continue, il est de méme avec la fonetion
de » —~|- 1 variables réelles F(z,,..., €, @) = f(2,..., %,) — Ty}
donc les ensembles (dans l'espace & n -1 dimensions) E(F> 0)
et H(F=0) sont fermés, et parsuite leurs complémentaires
EF<<0)=E(f<a..) et EF>0=E (f > @,41) sont ouverts,
done ensembles O de classe 0.

@

1) H. Lebesgue: &ur les fonctions représentables analytiquement Jowrnal
de Mathématiques Bérie 6, t. T (1906), p. 156.

*) On pourrait d’aillenrs démontrer qu'un ensemble O de classe a > 0 situé
dans l'espace 4 m dimensions est aussi O de classe & dans Vespace & m--p
dimensions. Cela serait inexact pour les ensembles O de classe 0,

) L'équivalence de ces deux définitions des ensembles O résulte immédiate-

ment des propositions établies par M. Lebesgue dans son mémoire cité, p. 163,
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Soit maintenant @ un nombre ordinal > O et supposons notre
proposition vraie pour les nombres ordinaux & << a. La fonction f
étant de classe a au plus, il existe une suite infinie de fonctions
J. (s=1,28,...) convergente vers f et telle que £, est une fone-
tion de classe @, ol o <{ea, pour s=1,2,3,... Or, on vérifie
sans peine les égalités

E(f<xn+1)$2m‘2wvﬁCE(ﬁ"“%; >95n+1)
@ et I |
E(f> z,p) =2'2HOE (fs —,‘l; <“'n+1)

‘Les fonections £, —?t— (k,s=1,2,3,..) étant de classes < & et

notre proposition étant vraie, d’aprés 'hypothése, pour & << e, les
ensembles E( ‘—""]15 > a:,,+1) et E ( e -»——;; < z, +1) sont ensembles O

de classes < a: les formules (2) prouvent done que les ensembles
E(f < 2.) et E(f>ux,,) sont O, de classes @ au plus. Notre
proposition est ainsi établie par linduction transfinie.

La condition de notre théoréme I est done nécessaire. Nous
allons maintenant & démontrer qu'elle est suffisante. Nous déduirons
cela du théoréme (V) de M. Lebe sgue (L c. p. 168), lequel nous
exprimerons comme il suit.

Pour qu'une fonction f(z, Zyy...,%,) partout définie
(dans l'espace & n dimensions) soit de classe @ au plus, il
faut et il suffit que, quels que soit le nombre ration-
nel r, les ensembles (n-dimensionnels)

E(f=r) o E(f<7)
soient F de classe ¢ au plus?)

) M. Lebesgue exprime son théoréme commae il suit:

Pour qu'une fonction J partout définie soit de classe a« au
plusg, il faut et il suffit que, quels que soient les nombres ration-
nels r, et r,, Ejr, <f<rz) soit de classe @ au plus. |

En exprimant ainsi le théoréme, il faudrait admettre des valeurs infinies pour
¥, et r,, puisque autrement le théoréme serait inexact pour les fonctions non bor-
nées, méme pour @ =) {p. e. pour la fonetion J(x) égale & 0 pour x 0 et

., 1
4 Z Pour >0 qui n'est pas de classe 0)

.
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Op dit qu'un ensemble de points est F, de classe @, &'il peut
étre considéré comme ensemble E(p=0) ol ¢ est de classe o ot
ne peut étre de classe inférieure. On voit sans peine que le com-
plémentaire d'un ensemble F est un.ensemble O de méme classe
et inversement. La partie commune & une infirnjts dénombrable
d'ensembles F' de classe ¢ au plus est £ do classe @ au plus 1),

Soit f==f(2,, &,,..., 4,) une fonction donnée de variables

réelles, telle que les ensembles (1) sont O de classe a au plus.
Leurs complémentaires

E(f = T.y) et B(f< i)

seront donc des ensembles F' de classe ¢ au plus; » étant un
nombre rationnel donné, posons

P(r)=E (%-{.1 =). E(f>=> 5i’n+1) et @ (r) """‘"’ E (xu-H =r). B(f<< Toy)

— ce seront des ensembles I de classe @ au plus, comme produits
de deux ensembles de classe @ au plus (Vensemble E(z,,, =)
étant évidemment F de classe 0). |

Or on voit sans peine que les ensembles
E(f=r) e Pp)

sont superposables, ainsi que les ensembles
Bf<7) et Q)

Done, les ensembles E(f>> r) et L(f<Cr) sont F de classe a au
plus. D’aprés le théoréme de M. Lebesgue, la fonction f est

‘done de classe a au plus. c. q. f. d.

Comme un cas particulier de notre théordme, pour ¢=1 (en
remarquant qu'un ensemble O de classe <1 est une somme d’une
infinité dénombrable d’ensembles fermés, cest-d-dire un F,, et in-
versement), nous obtenons le théoréme:

- Pour quune fonction discontinue de n variables
réelles f(z,,,...,2,) soit une fonection de premiére
classe, il faut et il suffit que les ensembles (1) soient
des ensembles F,

Une démonstration directe de ce théoréme pour n==1 a &té
donnée par moi sur une autre place ).

1) Lebesgue, 1, ¢, p. 1569.
%) Comptes Rendus t. 170, p. 919 (note du 19 avril 1920).



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

78 W. Sierpinski:

2. En ohservant que le complémentaire d'un ensemble O est
un ensemble F' de méme classe et inversement, on voit sans peine
que le théoréme I est équivalent an |

Théoréme II: Pour quune fonection f{@y, #;,...,2,) de n
variables réelles soit de classe @ au plus, il faut et
il suffit que les deux ensembles

E(fZ @) o B/
soient des ensembles F de classe ¢ au plus.

On en déduit tout de suite que pour quune fonection f
de n variables réelles soit de classe ¢ au plus, 1l faut
que son image E(f==,,,) soit un ensemble F de classe.
e au plus. Or cette condition n’est pas suffisante pour que f soit
de classe <Ca (Pour a = 0 il suffirait de considérer la fonction
f(@) égale & 0 pour x<C0 et & 1/x pour 2 >0 qui est de classe 1
et dont l'image est fermée. Pour ¢ =1 on pourrait sans peine
construire une fonction bornée f(z) de deuxiéme classe, dont l'image
est un ensemble F' de classe 1. On obtient une telle fonetion en
posant p. e. f(z)=0 pour x irrationnels et f (g):-_ 1 —|-$-— pour

les fractions irréductibles g—)

Or nous démontrerons le suivant

Théoréme III: Pour quune fonction f (de n variables
réelles) soit représentable analytiquem ent, il faut et
il suffit que son image E(f=u,,,) soit mesurable B.

Nous avons démontré tout de suite que la condition de mnotre
théoréme est nécessaire: il nous reste done & démontrer qu'elle est
suffisante. -

Soit f(#,, %s,..., «,) une fonction de # variables réelles, dont

limage E(f=x,;;) est un ensemble (A4)1) et soit @ un nombre
réel donné quelcongue. Les ensembles

M(r)=E(f=2u). E@. 1 =>4a) et Nr)=E(f=a,,). E(z,, <a),

1) On appelle ensembles (A) les images univoques et continues {dans I'espace

‘a un nombre guelconque de dimensions) de I'ensemble de tous les nombres irra-

tionnels. Notre démonstration utilise les suivantes i
propriétés des ensembles (4
démontrées par M. Souslin: =

Le produit de denx (mémeé d’une infinité dénombrable) d’ensembles.(d) est
un. ensemble (A).



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les images des fonctions elc. 79

comme produits de deux ensembles (A4) seront des ensembles (4).
Leurs projections paralltlement & I'axe 0X,.;, cest-a-dire les en-
sembles n-dimensionnels

3) E(fza) o E(f<a)
seront done aussi des ensembles (4). Or, les ensembles (8) sont
complémentaires l'un. de l'autre: d’aprés le théoréme de M. Souslin
il sont done tous les deux mesurables B. De méme on pourrait
démontrer que les ensembles (n-dimensionnels) E(f<Cb) et E (f>b)
sont mesurables B pour tout b réel donné Donc les ensembles
Be</<H=E(f>a). B(f<b)

sont mesurables B quels que soient o et &: autrement dit, la fone-
tion f est mesurable B. D’aprés le théoréme VI de M. Lebes gue
(1. c. p. 168) la fonetion f est dome représentable analytiquement.

Nous avons done démontré que toute fonetion, dont I'image est
un ensemble (4), est représentable analytiquement. Tout ensemble
mesurable B étant un ensemble (4), nous avons ainsi démontrs
que la condition de notre théoréme III est suffisante. Nous avons
évidemment démontré en méme temps le

Théoréme IV: Pour quune fonetion f soit représen-
table analytiquement, il faut et il suffit que son
image soit un ensemble (4).

3. Théoréme V: Pour quune fonction f (de » variables

réelles) soit de classe e, il faut et il suffit que l'un
quelconque de deux ensembles

La projection (orthogonale) d'un ensemble (4) est un ensemble (4).

Pour qu'un ensemble (4) soit mesurable B, il faut et il suffiit que son com-
Plémentaire soit un ensemble (A4). |

Tout ensemble mesurable B est un ensemble (4).
Pour plus de détails sur les ensembles (4) nous renverrons le lecteur aux

-Notes de MM. Sauslin et Lusin du 8 janvier 1917, publides aux Compies

Rendus (t. 164), au mémoire de N. Lusin et W, Bierpifiski ,Sur quelques
propriétés des ensembles (4)*, publié dans le Bulletin de Il'dcad. des Se. de
Cracovie 1918, p. 82—48, ot & la note de W, Sierpifiski: ,Sur une généra-
lisation des ensembles mesurables B 1. c. 1918, p. 161—167 (Dans ces publica~
tions ne sont considérés que les ensemblos (4) linéaires, mais l'extension 4 lespace
& m dimensions n'offre pas dé difficultd), Quant & Papplication de la théorie des
ensembles (4) anx fonctions représentables analytiquement, voir aussi ma note
»SUr une propriété des fonctions représentables analytiquement“, publide dans le

Bulletin cité, 1918, p. 179 —184,
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1) OB <z et B>z

s0it un ensemble O de classe @ et 'autre — un ensem-
ble O de classe ¢ au plus. |

- Démonstration. Soit f une fonetion de classe a. D’apres
notre théordme I, les ensembles (1) sont O de classe ¢ au plus.
Soient @, et a, leurs classes: nous aurons donc e, K a et @, < @
Sl était @, << a@ et @, < @, nous aurions, en posant §==Max (a,, &,),
les inédgalités a, <P, oy <P et << a. Les ensembles (1) seraient
donc O de classe § au plus, et parsuite (d'aprés notre théoréme I)
la fonction f serait de classe 8 au plus, donc de classe inférieurs
b e, contrairement & I'’hypothése. Donc un aun moins des nombres
o, et @y est égal & a (et lautre est <C @). La condition de notre
théoréme est donc nécessaire. ,

Soit maitenant 7 une fonction telle que l'un quelconque des
ensembles (1) est O de classe a et I'autre O de classe <Ca. D'aprés
le théoréme I la fonction / est done de clusse < a. Par con-
séquent, d'aprés le méme théoréme, les ensembles (1) sont O de
classe # au plus. Or, 'un de ces ensembles étant, par I'hypothése,
de classe @, nous trouvons @<CQ@ Les inégalités f<Ca ot <8
donnent: §=ea. La fonction f est donc de classe a. Nous avouns
donc démontré que la condition de notre théoréme est suffisante.

Le théoréme V est ainsi démontré. Il en résulte tout de suite le

Théoréme IV: Pour quune fonction f soit de classe
a, il faut et il suffit que l'un quelconque de deux en-
sembles

E (f = xn-l—-!) et E(f<< mn-{-l)

soit un ensemble F de classe ¢ et 'autre — un ensem-
ble ¥ de classe ¢ au plus?).

f) Quant au théoréme 1V de M. Lebesgue (L c., p. 167; cf. aussi: C. de la
Vallée Poussin: Intégrales de Lebesgue, Fonctions @'ensemble, Classes de Baire,
Paris 1916, p. 141, § 138), la condition de ce théoréme n'est pas mécessaire pour
qu'une fonetion soit de classe ¢ (pour les nombres ¢ 'de seconde espéce), cornme
j'ai le démontré dans la note ,Sur un théoréme de M, Lebesgue“ publide dans
le Bull. de VAe. de Sc. de Cracovie 1918, p. 168—171. ‘






