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Sur les ensembles connexes et non connexes.

Par

Wactaw Sierpifdski (Varsovie).

L'objet de ce Mémoire est l'étude de quelques questions qui se
rattachent & la notion de connexité des ensembles de points au
sens de M. Hausdorff?) '

Nous dirons, d’aprés M. Mazurkiewicz?) que deux ensem-
bles de points 4 et B, situés dans lespace & m dimensions, sont
séparés, s'il subsiste les formules

AB = AB' = A'B = (.

Nous dirons qu'un ensemble de points P, situé dans lespace
& m dimensions, est conmere, s'il n’existe aucune décomposition de
cet ensemble en deux ensembles sdparés 3).

Nous dirons que deux points a et b d'un ensemble P sont sé-
parés dans cet ensemble, §'il existe une décomposition de P en
deux ensembles séparés dont un contient a et Vautre .

Nous dirons quun ensemble de points P est dispersé, il ne
contient aueun ensemble connexe contenant plus qu'un point,

Il est bien évident qu'un ensemble ‘de points P dont tous deux
points sont séparés dans P, est dispersé. Or le probléme se pose:
deux points dun ensemble dispersé, sont-ils nécessai-
rement séparés dans cet ensemble? Nous démontrerons

) F. Hausdorf{: Grondslige der Mengenlehre. Leipzig 1914, Kap. V1I, § 7.

*) 8. Mazurkiewics: Fundamenta Mathematicae, t. I, p. 66.

*) On démontre sans peine ¢u'un ensemble homéomorphe avec un ensemble
connexe est connexe (Voir ma note: Sur un ensemble punctiforme connexy, Fund.
Math. t. I, p. 7). Plusieurs propriétés des ensembles conncxes sont étudifes par
M. Hausdorff L. c., p. 244—249,

Fandamenia Mathematicae 11, ‘ 6
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(§ 1) que la reponse est négative pour les ensembles plans. Dans
le méme § nous nous occupons du probléme suivant: P étant un

- ensemble dont tous deux points sont séparés dans P, a étant un

point donné de P et & un nombre positif donné, peut-on toujours
décomposer P en deux ensembles séparés 4 et B de sorte que 4
contienne a et que le diametre de 4 soit <Ce? Nous prouvons
que la reponse ‘est négative. Nous obtenons en méme temps un
exemple d'un ensemble G, punctiforme qui n'est pas homéomorphe
avec aucun ensemble linéaire 1).

Dans le § 2 nous donnons une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un ensemble punctiforme (situé dans I'espace & m
dimensions) soit homéomorphe avec un ensemble linéaire. |

Dans le § 3 nous démontrons que le complémentaire d'un en-
semble punctiforme situé dans lespace 4 m >>1 ~dimensions est
toujours connexe ?).

1. Désignons généralement par R(a, b,c,d) le rectangle déter-

miné par les droites

“’,:“ja:‘w=b7 A,’/:‘% Ayzd

et soit H = R(a,b, ¢,d) un rectangle donné. Nous désignerons pour-
tout nombre naturel n par R,, ;(H) et R,,(H) respectivement les
rectangles

. Sfa+db b—a a+4b b—a ct-d
1) . Rﬁﬂ—l(H)::R( —g_ T 2‘21:—-‘[7 —;- — 2211 ? -g ? d)

et

| (2) -’ B(H) = (a+b+ —a a—|-b+b-~—a c—-}2—d).

2211 ? 29.n—] L C,

On voit sans peine que le rectangle R,(H) est toujours contenu
dans le rectangle H et que ses cotés sont non supérieurs aux
moitiés des cotés correspondants du rectangle H.

Posons HO_R(O, 1,0,1) et écmvons, pour abréger:

BE,=R.(H,), B,,.=R.(R,(H)), E =R, (R, (. (H))

hyy Ng Ny Mg, ny

et ainsi de suite.

1) L'existence de tels ensembles a &té démontréd par M, Mazurkiewicz:
Fund. Math., t. I, p. 61—81.
?) Ce théoréme été déji signalé pour le plan dans ma note citée, Fund.

Math. t. I, p. 9.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les ens. connexes et non connexes 83

Désignons par S, Pensemble de tons les points des rectangles
R

‘nl,"ﬂl“"ﬂlk (nl, 7&2,-..’77»":1’ 2, 3,-nv)
et posons

P:-'-'-: 818283...

Or, désignons par 'Q Tensemble des centres de tous les rectangles

8) - (m=1,2,8,.; i=1,2,..,k k= 1,2,3,.)
et posons
E=P-| Q.
On voit sans peine que le rectangle By wynn, & des cltés g%,

quil contient le rectangle R, , . g OF que pour n'=k=n" les
rectangles R, , eimg e ©6 By wmon SO0t sans points communs.
De plus on prouve sans difficulté que le rectangle R, my oy m, & UDE
distance positive (non inférieure & la moitié de sa base) de'la partie
de 'ensemble £ qui est extérieure 3 By

Nous ullons maintenant & démontrer que p- et g étant deux
points différents donnés queleconques de V'ensemble E, il existe
toujours une décomposition E== A4 + B, telle que p appartient
b4, g4 B et |

4) . AB= AB' = A'B=0.

Distingnons, pour démontrer, deux cas:

1) L'un au moins des points p et g, soit p, est un poiunt de @.
Done p est centre dun des rectangles (3), soit du rectangle
)

Si g n'appartient pas & R, ,, ..., désignons par 4 la partie
de £ contenue dans R, o ..,n, e posons B=FE— 4: le point p
appartiendra & 4 et le point ¢ & B, et nous aurons les formules
(4), puisque, commne nous avons remarqué plus haut, le rectangle
Ii?,,h,,h,,,,,,k a une distance positive de la partie de E extérieure & ce
rectangle.

Si g uppartient & R, m, gy § Bppartient & un des rectangles
Bopyrgyynyn (B==1,"2, 8,...) (puisque tout point de K contenu dans
B, w...,n, €t autre que le centre de ce rectangle, appartient -évi-
demment & un des rectangles By ognon (n=1,2,8,...)). Soit
Y (- " le rectangle contenant p. En désignant par B la
partie de E contenue dans R, oy ©6 @0 posant 4= F— B,

6“
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nous aurons, comme on voit sans peine, les formules (4) et p
appartiendra 3 4 et ¢ 4 B. | |
2) Les points p et ¢ appartiennent b P.
Le point p appartenant &4 P=8§,5,5;..., p appartient pour

tout k donné & S,: il existe donc pour tout % naturel un sy-

stéme bien déterminé d'indices n,, n,,...,n, tel que p appartient
A R, ,,..,, Nous en concluons sans peine, d’aprés la propriété des
rectangles (3), qu'il existe (pour le point p) une suite infinie bien
déterminée de nombres naturels n,, n,, ny,..., telle que p appar-
tient & chacun des rectangles

(5) R..R,,., R

Or les cotés de ces rectangles tendant vers 0, il en résulte que
les rectangles (5) convergent wvers le. point p. Done, ¢ étant "un
point de P différent de p, la suite correspondante =/ y Moy Mg,y o
(telle que ¢ est le point unique appartenant & tout rectangle
Byt oynyy POUr k=1,2,3,...) est différente de la suite 7y, Ny,
Soient 7, et n. le premiers termes différents de ces deux suites,
Nous aurons done n, ==, pour i==1 2.
appartiendra au rectangle R.syoyn_yn et le point ¢ au rectangle
R, ... g, BN désignant par 4 la partie de E contenue dans
B, e . ny», €6 en posant B=E — 4, nous aurons, comme on
voit sans peine, les formules (4), et p appartiendra &4 A4 et ¢ a B.

Nous avons done démontré que tous deux points de ’ensemble
E sont séparés dans cet ensemble, |

H= R(a, b, ¢c,d) étant un rectangle donné, désignons respecti-
vement par K(H), L(H), M(H) et N(H) les

nyy nyd LR R T I

..y r—1 et le point p

points aux coordon-

| ’nées (a, d), (b, ¢), (a;b, c), (a b, d).

2
‘ ,Soit Biryi, =R(a, b, c. d) un rectangle donné, appartenant
& Pensemble (3). D’aprés (1) nous aurons |

R"h"'!' . = Rl.(Rﬂu L T "k) = R (a) Sajb b ‘ .;- d7 d)

R“*“‘!*'"v "2 T R’. (R"l-"l'"',l "x) : R (17_3*67 s € c__-;:_f_l)’
done: |

gy Mgy Loae ny

y KB )=K@ )

L(Rﬂnﬂm e Pp 2) = L(R”i’ Pty e "")
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et, généralement:

K(Rm. Ngr avey Mgy ) R FIRTY 1) — ‘K(Rﬂl. THy ey n,‘)?
L(RN” ngy wrey Mg 2, 2, ey 2) = L('Rﬂp N9y avey ﬂ)‘)'

Done, le point K(R,, ., ..,.) appartient 4 tout reetangle de la suite
infinie

Rnpwg, conr Y Rm,n,, "'”"k’“ Rm,m. ...,'n,‘,l,‘j) LA

et par conséquent & tout emsemble S,, S, Siias..., done aussi
& l'ensemble P. De méme pour le point L(R,, ., ... w)- 1l en résulte
que les points K(R,, ,, vrmy) €6 L(Byn, ..,n) appartiennent tous & E.

D’aprés la définition du point K(H) et d’aprés (1) nous con-
cluons que le point K(Z2 wmp2e—1) & pour coordonnées

g Wy o

PETg T
. a—-b
or, le point N(R,,:,,,*,,,_L,,k, ayant pour coor&onnéesm:-——}— et

y =d, nous concluons que

im K(R,, ., .0, 50-1) = N(R,.., S, )

0D

De méme nous trouvons

lim L(R
Les points M(R,,,,...) et N(B
d’accumulation de l'ensemble E.
Soit E==4 -4 B une -décomposition de lensemble £ pour
laquelle subsistent les formules (4).
Nous dirons que le rectangle R,,., .., jouit de la propriété F,
il existe un nombre positif ¢ tel que tout point de K dont la
distance au point M(R,, .. v, @8t <& appartient & A4 et tout
point de F dont la distance au point N(R,,,.. .u,) @86 < & appar-
tient & B, , |
Nous démontrerons que si le rectangle R, ., ... jouit dela
propriété P, il existe un nombre naturel n,., tel que le rectangle
R, .. o e Mg jouit de la propriété P.
En effet, admettons que le rectangle R, ., ... = R(a b, ¢, d)

jouit de la propnété P. Soit p son centre: d’aprés la définition

Ny A eeap My 2n) = M(RM. Yy ey "k)'

wngwnm) SO0t done des points
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de E, ce sera un point de E == A - B. douc, p appartiendra & 4
ou & B. Distinguons deux cas:

1) p appartient & 4. D’aprés 4B’ =0 il existe donc un dombre
positif # tel que tout point de E=A - B, dont la distance au
point p est < 4, appartient & 4. Or on trouve sans peine

lim M(Rn“ My se M 2-1) =P

Nl

lim N(Rnl, Thyy weey Vpey 271-—.1) — N(Rﬂll'ﬂﬂn 1es) ﬂk) ;

7 - OO

et

pour. un nombre (impair) n,,, suffisamment grand nous aurons done:

Ql = Q [M('Rﬂi» gy sasy Ny ﬂk+;)7 p] < '7
0= 9 ["AT(R"D gy evey Mo ﬂk+])5 ‘N(R"h gy o o "k)] < E.

Soit ¢ un nombre positif tel que

(6) et

G<”7"_’Ql - et 0<£~Q2;
d’aprés (6) nous aurons pour tout point g de K tel que
p [Q7 M(Rng, bavy 1lk+l)] < ag. '

M elgp) <ota <1

et pour tout point r de E tel que ¢[r, N(R,,., . )] <o

» e
® olr, N(R,,..)] <040 <.

L'inégalité (7) démontre (d’aprés la définition du nombre #) que
le point ¢ appartient & A, et l'inégalité (8) (d'aprés la définition
du nombre &) que le point » appartient & B. 1l existe donc un
nombre positif o tel que tout point de £, dont la distance au
point M(R,,....) est <o, appartient & A et tout point de 5,
dont la distance au point N(R, ., myy) Ot < 0y appartieni & B.
Le rectangle R, ., .. ... . jouit donc de la propriété P.

2) p appartient & B. D’aprés 4’B =0 il existe done un nombre
positif 7 tel que tout point de £ dont la distance au point p est
< n appartient & B. Or nous trouvons aisément:

lim N(R,, wpemptn) =p et lim M(R, IR MR, oo 0y

R3O N0

-Pour un nombre (pair) #,,, suffisamment grand nous aurons done

=20 [N(Rﬂu Ty ey gy Upg1 /) P] < n |

et N
QZ = lg'[M(Rnn N e Bp ) ) M(Rni, Tigy veep nk)] < E.
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En raisonnant comme plus haut, nous concluons que le rectangle
B gy ” jouit de la propnété P.
Done, si le rectangle R, ,, ... jouit de la propriété P, il existe

une suite infinie d'indices 7,,, . o, ..., telle que chacun des rectangles
9 R R R

Tiy gy sevy nkj Ty NPy reey n,‘, "k+l’ Ny ngy wery qu ﬂk+s, .o

jouit de la propriété P. Or, comme nous savons, les rectangles (9)
convergent vers un point p, qui est un point commun & tous ces
rectangles, et par suite appartient & E. Nour aurons donc aussi
évidemment

llm M('Rnn ny 'tﬂ) I h'm ’N('R”u ngy . 1“) - po

Hex00

On en tire sans peine (les rectangles (9) jouissant tous deé la pro-
priété P) que dans tout entourage de p, existent des points de 4
et des points de B. Or, c'est impossible, puisque p, est un point
de E= 4 -} B et puisque subsistent les formules (4).
- Nous avons ainsi démontré qu'aucun rectangle R, "
jouit pas de la propriété P. |
Soit maintenant p, (4, 4) le centre du rectangle H R(O 1,0, 1)'
et. supposons que p, appartient & V'ensemble A.
-Nous avons

(10) lim M(Ryu_y) =po et. lim N(By,_,) = N(H,).

n=Dd w00

"Ik‘ ne,.

Le point p, appartenant & A, il existe um nombre positif % tel
que tout point de E dont la distance au point p, est << 7 appar-
tient & 4. Or, d'aprés (10), il existe pour tout positif un indice
(impair) m tel que

(11) o=@ [M(R.), po] <7n et ¢ =¢[N(R.), N(Hp)] <&
Soit ¢ un nombre positif tel que
cn— 0 et 0<s-—-9,?
et ‘soit; g un. point de K tel que ¢[g, M(R,)] < 0: nous aurons
done, d’aprés (11):

Q(QaPo) S04 o < 7

done, ¢ appartiendra a A.
Or, si tout point + de E satisfaisant a I'inégalité

12) elr, N(R,)] <o
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appartiendrait & B, le rectangle R, jouirait de la propriété P, ce
qui est impossible, comme nous avons démontré plus haut. D(fnc
(le point N(R,) étant, comme nous savons, un point d’accumulation
de E), il existe un point » de E satisfaisant & l'inégalité (12) et
appartenant & 4. Or d’aprés (12) et (lL1), nous trouvons:

olr, N Hy) | <o+40<e
Il existe done pour tout & > O un point » de E tel que

¢[r, N(H)| e

Le point N(H,) est donc un point d'accumulation de 4.

De méme on démontrerait que le point M(H,) est un point
d’accumulation de A. -

Nous avons done démontré que si E= 4 -+ B est une décom-
position de E, satisfaisante aux conditions (4), et si p, appartient
4 4, les points N(H,) et M(H,) sont points d’accumulation de 4.
Or, nous avons ¢ [M(H,), N(H,)] = 1. Nous avons ainsi prouvé que
'ensemble E ne peut étre décomposé en deux ensembles E= A4 - B
satisfaisant aux conditions (4) et tels que p, appartienne a A4 et
que le diamétre de 4 soit << 1.

Désignons maintenant par E, l'ensemble qu'on obtient de l’en-
semble E en lui adjoignant le point N(H;). Il sen suit de la pro-
priété de K démontrée tout de suite qu'il n’existe aucune décom-
position E, = A —+- B satisfaisante aux conditions (4) et telle que
po appartienne & 4 et g=N(H,) & B. Or, on démontre sans peine
que l'ensemble K, ne contient aucun sons-ensemble connexe, con-
tenant plus qu'un point, c’est-a-dire est dispersé. Nous avons done
un exemple dun ensemble plan dispersé et tel que
certains deux de ses points ne sont pas séparés dans
cet ensemble. Un tel ensemble ne peut étre évidemment ho-
méomorphe avee aucun ensemble lineaire. Or, on pourrait démon-
trer sans peine que l'ensemble E, est un ensemble G, (c'est-a-dire
un produit d’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts). Nous
avons ainsi un exemple d'un ensemble plan Gy puncti-

forme qui n'est pas homéomorphe avec aucun ensem-
ble linéaire),

1) Cf. 8. Mazurkiewicz: Fund. Math, t. I, p. 61. Nous appelons puncti-
Sorme tout ensemble ne contenant aucun continu.
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2. Théoréme: Pour quun ensemble punctiforme P,
gitué dans lespace a4 m dimensions, soit homéomor-
phe avec un ensemble linéaire, il faut et il suffit
que pour tout point p de P et pour tout nombre po-
sitif ¢ l'ensemble P soit une somme de deux ensem-
bles séparéds P= 4 -} B, tels que 4 contienne p et que
le diamétre de 4 soit < &

Démonstration. Soit P un ensemble punctiforme, situé¢ dans
lespace & m dimensions, homéomorphe avec un ensemble liné-
aire ¢). L'ensemble ¢ est donc aussi punctiforme. Soit p un point
de F, ¢ — l'image de p dans @, # — un nombre naturel domné,
L'ensemble @ étant punctiforme, il existe i l'intérieur de l'intervalle

(q_.. 2%_’ q) un point g n’appartenant pas & ¢ et de méme 3 lip-

térieur de l'intervalle (g, _q—{——?%) un point A n’appartenant pas
a ¢. Soit ¢), ensemble de tous les points de ¢ qui sont intérieurs

4 lintervalle (g, h): le diamétre de (), sera évidemment \<\;1; et les

~ensembles @, (r=1, 2, 3,...) convergeront vers le point ¢ (qui est

leur point commun unique). Soit P, I'image de ¢, dans P: la cor-
respondance entre les points de Pet § étant biunivoque et bicon-
tinue et les ensembles ¢, convergeant pour n==oco vers ¢, on
conelut sans peine que les ensembles P, (n==1, 2, 3,...) convergent
evrs le point p (qui est leur point commun upique). Il en résulte
que pour un indice » suffisamment grand le diamétre de P, sera
<& Or, il gen suit sans peine de la définition de @, que les en-
sembles @, et Q — @, sont séparés: il sera done de méme avec
les ensembles P, &t P-—P,, images resp. de @, et Q— Q, (la cor-
respondance entre P et () étant biunivoque et bicontinue). L’en-
semble P est ainsi une somme de deux ensembles séparés, P, et
P—P,, dont le premier contient le point p et a le diamétre < &
La condition de notre théordme est donc nécessaire.

Soit maitenant P un ensemble de points dans I'espace & m
dimensions, & — un nombre positif donné, et Supposons que pour
tout point p de P existe une décomposition de l'ensemble P en
deux ensembles séparés: P — A(p) -+ B(p), tels que A(p) contient
p et que le diamdtre de A (p) est < e |

Soit p un point donné de P. Le point p appartient done & A(p)
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et par suite n'est pas un point d’accumulation de B(p) (puisque
A(p) et B(p) sont des ensembles séparés) Il existe done un nom-
bre positif ¢ tel que la sphére m-dimensionnelle au centre en p
et au rayon ¢ ne contient aucun point de B(p). Il en régulte tout
de suite qu'il existe une sphére sm-dimensionnelle dont le centre
a des coordonnédes rationnelles et dont le rayon est rationnel, con-
tenant 4 son intérieur le point p et ne contenant aucun point de B(p).
Or, comme on sait, on peut ranger toutes les sphéres m-dimension-
nelles dont les centres ont des coordonnées rationnelles et dont les
rayons sont rationnels en une suite infinie (dénombrable)

S]J 82) 83:"'

Désignons par n(p) le plus petit indice # tel que le sphere
S, contient & son intérieur le point p et ne contient aucun point
de B(p) (Un tel indice existe, pour tout point p de P, d'aprés
la remarque faite plus haut).

Divisons maintenant tous les points p de P en classes, en ran-

‘geant dans une méme classe deux points p et ¢ dans ce et seule-

ment dans ce cas, i n(p) =n(q). Soit N I'ensemble contenant un
et un seul point de chacune de ces classes. A toute classe corres-
pondant un nombre naturel et aux classes différentes — des nom-
bres naturels différents, I'ensemble de toutes les classes, done aussi
Pensemble N, sera fini ou dénombrable. Soient |

(1) P1s Poy Ps,...

les points constituant N. Je dis que tout point de P appartient
& un au moins des ensembles

(2) A(p,), 4(ps), A(ps), ...

If'}n effet, soit p un point de P, n=n(p). D'aprés la définition de
I'ensernble ¥, il existe un point p, de la suite (1) tel que n(p) == n(p.).
I en réz‘sulte: S, = npy OF, d'aprés la définition des nomb;res
n(p), la sphére S, contient & son intérieur le point p, donc aussi
la .sphére S,sy contient p. Or, la sphére §,,, ne contient aucun
pomnt de B(p,): dome (p étant un point de P), p appartient
& P— B(p)=A(p,), cest & dire & un terme ‘de la suite (2),
e. q f d. o
Posons maintenant:
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(3) et Ale(p])
: An:A(Pn)—'[A(pl)“l“A(Pz)"I"---+A(Pn—1)] (pour n=2.3,.).

Tout point p de P appartiendra donc & un et un seul d’ensembles
A[? A27 Aﬂ?"?

Posons encore B, = P-— 4, pour n = 1,2,38,... Je dis que les
-ensembles 4, et B, sont séparés (pour n = 1, 2, 3,...).

Pour n=1 cela résulte des formules A,=A(p,) et By—=P—A4, =
=P—A4(p)=B(p,), les ensembles A(p,) et B(p,) étant séparés.
Supposons done que 7 est un indice > 1. Il suffira évidemment
démontrer que les ensembles A,B, et A.B, sont vides.

D'aprés (3) nous trouvons sans peine:

A" = [P_ A(pl)l [P— A(?2)] [P — A(pn——l)] A(pn =
- = DB(p) B(ps)... B(p,—~) . A(p.)

B,=P—A.=A(p)+A(m)+...4 A(ps) +[P— A(p)] =
= A(p) 4 A(ps) .. 4 A(pas) + B(pa)-
Done, la dérivée du produit étant contenue dans le produit des

dérivées et la dérivée d'une somme finie d’ensembles étant égale
& la somme des dérivées, nous trouvons:

G 4.B, C

CB(p1) B'(pa)- - B (pos) A (I A(p1) + Ao+ Alpo ) +B(p.)],
(5) 4,B, = |
=B(p1) B(ps)--- B(p.—1) A(p.)[4'(p1) + 4'(pe) +- ..+ A (pus) + B (p,)).

Or, les ensembles 4(p) et B(p) étant séparés (pour tout point p
de P), nous avons pour tout indice k:

A(p) B(p) =0 et A'(p)B(p)=0:

les formules (4) et (5) donnent donc tout de suite; A.B,=0 et
AB =0, ¢ q f d
D’aprés (3) nous avons 4, C 4(p.), pour n=1, 2, 3,...: le dia-
métre de A(p) étant < & (pour tout point p de P). il en résulte
que le diamétre de tout ensemble 4, (n=1, 2, 38,...) est < &
Nous avons done démontré que si pour tout point p de l'en-
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semble P existe une décomposition de P en deux ensembles sépa-
rés P = A(p)+ B(p), tels que A(p) contient p et que le diamdtre
de 4(p) est <, il existe une décomposition de P en un nombre
fini on en une infinité dénombrable d'ensembles sans points com-
muns deux i deux

A,(g), Ay(e), Ag(e), .-y

/

(6) Aie)[P— A (e)] = A,(¢) [P— A(e) =0 pour n=1,23,...

tels que |

D'ailleurs, pour avoir toujours une suite infinie A.(e), nous pouvons
supposer les ensembles manquant vides.

Posons maintenant, pour Ny Ng,.. , 1, Daturels:

(7) ‘A"D‘"e: venp Ty - A’lx(l) Aﬂz(%) e A“).(%’);

Tous aurons

P—dympn, = [P— A (D] [P— 4,3+ ... [P— 4, (1],

done: , |
Ao [P— Ay, 0] C.
CAWM)- - A, G P— A, W)+ 4 [P— 4,(1)]},
Auvg oomg [P— Ay ] =
=4,). . A, GNP — 4, O] +... 4+ [P ~ 4, (L)),

ce qui donne, d'aprés (6):
(8) A;l’ LTRETE [P_— Am,, Ryy ooy )tk] == "A'ﬁl’ 1;1, ey My [P—" Am, 0y vany nk]l = O‘

Soit p un point donné de I'ensemble P, D’aprés (7) et d'aprés
A(&)+ 45(8)+...= P, 1a somme de tous les ensembles 4, ., . ..
étendue & tous les systdmes de k nombres naturels NyyNyyerny B, donne
Iensemble P (pour tout indice k donné) et, d'aprés 4,(c). 4,.(6) =0
pour n==#', les ensembles v N », COTrespondant aux systémes
différents de % indices sont sans points communs. Il existe done
pour le point p de P et pour tout % naturel donné un systéme
unique de % indices Ryy Myy...y my, tel que p appartient & A4, . . ..
Or, Tensemble y: T Mgt étant, d'aprés (7), toujours conten:1

3 , -y *
dal.m I'ensemble 4., .,y DOUS €0 concluons quil existe pour le
point p une suite infinie unique des indices

By gy Ng,...
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telle que p appartient & chacun d’ensembles
(9) Aﬂg? Aﬂu ng) A

Or, le diamétre de I'ensemble 4, n...s, (comme contenu dans

Taa Ny gy ** ®

4, (L)) étant < %—, il est évident que la suite (9) converge vers le

point p qui est le point commun unique de tout ensemble (9).

Posons
z(p) = f%"'"ﬁlviz"*" ,1,3 +...

Ainsi & tout point p de P correspondra un nombre irrationnel x(p).
Soit X Tensemble de tous les nombres z(p) correspondant aux
points p de P. Je dis que les ensembles P de X sont homéomorphes,

Nous prouverans d'abord que notre correspondance est biuni-
voque. Il suffira évidemment A démontrer que pour deux points
différents p et p’ de P nous avons z(p)=E«(p). En effet, sil se-
rait x(p) = z(p’), les fractions continues pour z(p) et x(p’') seraient
identiques et p et p’ seraient points communs uniques de tous les
termes dune méme suite (9), ce qui est impossible pour p 3= p'.

Il nous reste donc & démontrer que notre correspondance est
bicontinue. Soit done p un point donné de P, (9) — la suite cor-
respondante, dont chacun terme contient p, et soit &k un indice
donné. D'aprés (8) il existe un nombre positif ¢ tel que tout point
g de P ayant une distance <C ¢ au point p appartient & 4, .. ...
Done, pour un tel point ¢ de P les k-itmes réduites de z(p) et
z(q) coincident. Il en résulte tout de suite la continuité de la fone-
tion #(p) dans l'ensemble P. ,

Or, soit = 2(p) un nombre donné de l'ensemble X, ¢ — un
nombre positif donné. Soit & un indice tel que %< o. 1l existe,
comme on sait, pour l'indice £ un nombre positif & tel que toute
fraction infinie différant de x(p) A moins que & cotncide en sa
k-iéme réduite avec la fraction z(p). Done, si x(q) est un nombre
de X différant de z(p) & moins que 4, le point ¢ appartiendra
b lensemble 4,,,, .. ., de méme que le point p- Done, le diamétre

de 4,,,,, ..., étant < i < 0, la distance entre p et ¢ sera < g.

La correspondance x(p) est done bicontinue.
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Nous avons donc démontré que les ensembles P et X sont
homéomorphes, donc que P est homéomorphe avee un ensemble
linéaire. Notre théoréme est done démontré.

Remarquons qu'il résulte tout de. suite de notre théoréme le
théoréme III de M. Mazurkiewicz (Fund. Math. t. 1, p. 67)
et de plus il résulte que la condition donnée par ce théoréme IIT
est non seulement nécessaire pour qu'un ensemble punctiforme soit
homéomorphe avec un ensemble linéaire (comme I'a démontré
M. Mazurkiewicz), mais aussi suffisante,

L’ensemble plan E que nous avons considéré dans le § 1 ne
satisfait pas & la condition de notre théoréme. Or, tous deux points
de E sont séparés dans cet ensemble. Done: il existe un ensem-
ble plan E, dont tous deux points sont séparés dans
E, non homéomorphe aveec aucun ensemble linéaire.

3. Théoréme: Si P est un ensemble punctiforme,
situé dans l'espace A m > 1 dimensions, le complémen-
taire de P est un ensemble connexe.

Démonstration. Soit P un ensemble punctiforme dans Ves-
pace & m>1 dimensions et supposons que son complémentaire
@ = C(P) n'est pas comnexe. Il existe donc une décomposition
Q=A- B, telle que 4B=AB'=A'B=0 (et que 4 et B ne sont
pas vides). Posons E==A'B’: ce sera évidemment un ensemble ferms,
conténu dans P (quisque QE=(4-+B)4A'B'=AB'.4'+} BA'. B =0),
done punctiforme (puisque P est punctiforme). Or, soit a un point
ce 4, b — un poiut de B: les points @ et b appartenant A—+-B=¢),
il n’appartiennent pas &4 P. Donc, P étant un ensemble fermé et
punctiforme dans lespace & m >> 1 dimensions, il existe une ligne
brisée L joignant o et b, sans points communs avee P1). Soit g
le point de l'ensemble (fermé) (4 4- 4)L qui est le plus éloigné:
de a sur la ligne L. Nous aurons g5, puisque b est un point
de B et B(4+ 4)=BA -+ BA'=—0. Or soit 4 un point quel-
conque situé sur L entre g et b L'ensemble P étant punctiforme,
il existe sur L entre g et A un point p n’appartenant pas i P
done appartenant & Q=4 - B. Le point p comme situé sur L
entre g et b a sur L une distance de a supérieure a la distance
enlre a et g sur L: done, il résulte de la définition du point g

) E. Phragmén: Acta Mathematica 7 (1885) p. 44 (Le théoréme est ex-
primé par M, Phragmén pour les ensembles plans)

.
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que p n'appartient pas & 4. Donc p appartient &4 B. Nous avons
done démontré que dans tout entourage de g existe un point de B:
done g appartient & B’. Or, g est un point de 4 4 A4’; par con-
séquant g est un point de lensemble (44 A4)B'=AB -+ A'B’ =
=A'B'=E. Or c'est impossible, puisque ¢ est un point de I,
EC Pet LP=0. Nous avons donc démontré que P est un en-
semble connexe, c¢. q. f. d. ,






