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Sur linvariance de la notion d ensemble Fo’d...
Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Je ne considére, que les ensembles bornés, situés dans des
espaces euclidiens 4 un nombre quelconque de dimensions.

2. Théoréme. Prémisses: 1) 4 est un ensemble F7,
2) Best homéomorphe avec 4. Thése: B est un ensem-
ble F, 1), '

3. Nous convenons de remplacer par O toute somme de la

4
formez, ol 4 > 4.
i==iy )
4. ri...r, et #]...7 étant deux suites de nombres naturels, les
symboles: | ' ,
(D (ry...r,) = (r]...7,),
(2 . (rl...-r,,)>(r{...r,',)

signifient: (1) que r=7; pour {==1,,
pour une au moins valeur de 1= n

.15 (2) — que l'on a 7= 7,
et que la premidre de diffé-

rences r, —r; qui ne s'dévanuit pas est positive.

5. On a en vertu de Ia prémisse 1):

@) | AzﬁA‘,‘

fum]

@ 4=,

k=]

) V. Blerpifiaki: C. R. t, 171 (nots du 5 juilles 1920), p. 24, D'aprés lo
théoréme géneral de M. g8

erpidski on peut affirmer seulement, qu’un ensemble
homéomorphe avee un ensemble F

ady est un Fx ou bien un G ago-
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les 4, dtant fermdp. On peut evidémment supposer, que:

(5) Al—l«i C A,

6. Déterminons pour tout » naturel et pour toute suite: »,...r,
de » nombres naturels un ensemble fermé C(r,...r,) de maniére
suivante:

In G(?‘l) _— A‘h"l"

II. Supposons les C(ry...r,) déterminds pour n = m. Posons:

O D)= Y00 +),[

"V -
3
} ( . ‘,.,1 , )J’
Ty Homdd )|

(M) Gyt = Aoy X [Clri ocrn) — Dy ..or,)]

(6) est fermé, étant l'ensemble somme d'un nombre fini d’ensem-
bles fermés; (7) est l'ensemble de points communs de deux ensem-
bles [, (car la différence de deux ensembles fermés est un F),
done uo F, c. & & la somme d'une suite d’ensembles fermés. Le
Fui-oe de ces ensembles est précisément C(ry...»,.7,4q). On
a d'aprés cette définition:

(8) G(ry e ) m‘E(:(rl e Py )

Fynef1%]

et en vertu de (7), (8):
(9) Clry. oo ¥y Puga) X D(ryor,) =0.
7. On a pour tout m:

(10) A,,.»-.:_-Z‘c}(rl...r,,,) r=1,2..; s=1...m.

Cette relation est vérifide pour m==1, en vertu de (4) et de I,
Pour m == 2 elle devient

[w#] 2} [+ <] ] = o]
(11) Ay mzvz‘v Ulryy 1y) m‘z' (2*" C(ry, "2)) mz G (1) ==
nm] gl rywal ryml ryval

Py

== 4, Xz [G('i)"‘"z C(’)]”“"Aa X‘z O(ry) == 4y X 4,

Pyl run’] rysal
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elle est donc vérifiée, en vertu de (5). Il ‘suffit maintenant de mon-
trer, que pour m > 1, (10) entraine:

(12) Apy=Y'Clrrs.mp) 1 =1,2..5 s=1...m+1

En remplagant dans (6) m par m — 1, on obtient:

(13) D(ry. ..rmj =D(ry...7nu) -}—2 Clry e e Tomeyy 7),

ra]

(14) Glryera)=
=4,y X [Clry.crm) — D(ry...70)] ”‘*2 Clry e Py r)} =

m

=A.+] X [0("‘1...r,..)“—zvo(ﬁ“-"m-—n T)]s

en vertu de (9). En utilisant (5), (8), (14) et (10) on obtient:

(15) 2[5‘ C(r, ---9'm+1)] 22 G(ry...7ra) =

"’"+] =]

=A., XZ[O(rl r,,) *2"‘: Clry... Y1, 7)] =

r=}
= A, XZC(’HH-’M) =A4., X A,,_. = A,
7‘,:1, 2....', s=1...m

ce qui est précisément (12). Done (10) est démontré.

8. D’aprés la prémisse 2) il existe entre 4 et B une corres-
pondance biunivoque et bicontinue. Elle fait correspondre & tout
point 2 (C B un point p(x) C 4. Soit H(r,...r,) I'ensemble de tous
les points = (C B, pour lesquels 9@ CD(ry...r) et K(r...r,)
Tensemble de tous les points = CB, pour lesquels ¢(z) C C(r, o)
Posons pour m=1, 2

.
LY

{16) Liry...rpy)) = K(r, wesop) — H(ry ... To)y |
(17 N,.+1=2L(rl...r,,,+1) rn=L12...s=1...m-4}1

(18) N= ﬁ N

m=]
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9. (3) et (12) entrainent:

(19) A= YAXC(ryn)] =125 s=1...m,

done, d’aprés la définition de K(r,...r,)
(20) BmZIf(rl...rm)‘ r=1,2...; s=1...m.
D’autre part D(r,...r,) étant fermé, on a en vertu de (9):

(21) (4 X Clry .o rug)) X (A X DG r)) C
C Oy o ¥pga) X D(ry.oir) = 0.
La correspondance entre 4 et B étant bicontinue et biunivoque
i1l s'ensuit:
(22) K(ry..orpmga) X H(ry. w;:) =0,
(23) L{ry ..ty CEK(ry. o Pppa) — Hryooorp) =
== K(ry...rpmpa) — Koo vga) X H(ry o)) = K (7o V),
(17), (20), (28) entrainent: |

(24) - Nop D B,
done, d’aprés (18):
(25) N B
10. D’aprés (7) et (8)
(26) Orye..¥mys) CGrye..ry) CO(ry.. 1)
done: |
(27) Cry e c¥mees Tmgg) C Clry.nnr) g=1,2...
Il sensuit:
(28) K(ryootpm oo g C K(rl N
La relation (13), si I'on y change m en m - 1, entraine:
(29) D(ry e tpga) D D(ry..m),
(30) H(ryooorpg) D H(ry o)y
(31) H(ry,o . vpmga) D Hiry. . 1)

et par suite:

(82) ' Hry oo iV o Tg) D H(ryoiur).
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11. (16), (28) (31) entrainent:

(33) Lry o i) = K(ry .. Tpye) — Hipy oo bmgs) C
| (:K(rl...r,,,_,_,)~—-H(r1...,r,,,+,) C
CE(ry e tmgn) — H(ry o) = Ly ... 7 ),

done, on aura généralement:

(34) L(r:l g1 Vmgopn) CL(ry o Vo)
12. D’aprés (6) on a pour 7} < r,

(35) | Clri) C D(ry),

(36) - K(r) CH(n)

(37 K(r) C H(ry).

Pour p > 1, r, <7, on & de méme en vertu de (6):

(38) Clry...rpqy ) C D(ry..ryy, ")y
(39) ' K(ry...roq,m) CH (110 7y 1)
(40) K (1‘1 e Tp1y p) C H (1‘] Tp—1s r)

13. Considérons maintenant deux suites: i .¥m €6 7y...7, OF
SUppOSOns que:

(41) | (#ee ) < (o).

Soit p le premier nombre < =m, tel que r,— »,=0; d'apres

E‘i% p>1 Sip=1onar > donc, en utlhsant (28), (32),
(37) on aura:

(42) K(i.7) CEG) C Hiry) C Hiry...r.).

Sl p> 1, on peut écrire la suite 71...7, dans la forme: ...
-Ta & on aura en utilisant (28), (32) (40):

(43) R (I ) C K(ri. .7, 1) =
=Kr...r,4,1)C H(’H 7oy 1) C H(ry...1, T')-
Done (41) entraine dans tous les cas: |

Y1y

K("l -)CH(Tx )



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

(B & C Noya m

Sur Uinvariance d’ensemble F,; 109

14. (16) entraine:

(45) L(i..cru) CK(ry. .. mt1)s

(46) L(f-. «es 7‘m-|-17 rm+2) >< H(TI "o 'r'm_*,]) = 0.
Supposons, que:

(47) 1+ Pogr) < (1 e Tomgy)

on aura d’aprés les résultats de 13:

(48) L{rs...#mpr) C H{ry ... g1y

(46) et (48) entrainent:

(4:9) L(’}"; cen 'r:,‘_*_,) X L(r, “ee 7.m+1, 7',,._!,2) == (),

On véit donc, que (47) entraine (49). D’aprés (34) — (47) entraine

p

A fortiori:

(b0) L(ry...rpy0) X L(r,.. g =0 g=1,2...
15. Supposons maintenant:

(1) (P10 Pagr) > (P ),

on aura, d'aprés 14: |

(62) Lry.. . 749) X L(ry ... Vppy) =0

done, en tenant compte de (34):

(63) L(#y . tge) X Ly Fpgag) =0 g==1,2...

16. Les résultats de 14 et 15 peuvent étre énoncé de maniére
suivante, Si pour un couple de nombres naturels m, ¢ on a:

(54) Li(ry. .. Fngg) X Li(ry oo Fmyage) == 0,
il en résulte:
(65) (ry .o e Pogr) == (g o Prual)r
17. Supposons, que l'on a:
(56) * N—B=0

et soit # C N — B. En vertu de (18) on a:
1,2...

I
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Done pour toute valeur de m il existe une suite: r{™, ri™ ... .7
telle que:

68) & CLE™...rm) C RE... 7oy C K- r).

Pour tout couple d’entiers m, ¢ on a ainsi:

(59) L(r{m...r&s) X Lt i) D o,

(60) L. v X L rt) = 0,

donc suivant 16 on a:

(61) (A ) = (k)

Posons: & =1¢,, o aura alors, en vertu de (61):

(62) | ot —=¢ g=0,1...
done, en remplacant m par k et m - ¢ par m:

(63) rm =1t, k=1...m,
ORI K@) =K. -t.)

(65) z CK(@,...1,) m=1,2...

K(t, ...4,) est contenu dans B, donc z n'est pas un point de
K(t...t,). Cest done un point limite de cet ensemble, il existe
par suite un point z, tel que:

(66) : z, CK(ty...t,),

| 1

(67) 0(@m; @) = "m’
Soit y un point limite de la suite {p(z,)}. Ce point n’appartient
pas & A. En effet, si y C 4 il existe un point 2/ (C B tel que

y=@(@). D'aprés la définition de y on a pour une suite con-
venable d’entiers {m}:

(68) im p(z, ) = ¢(z')
done, la eorrespondance entre 4 et B étant bicontinue:
(69) lim 7, =a'

D'autre part (67) entraine
(70) - | lm z, = 2.

M=
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Il en résulte 2" ==« et « (C B, contrairement & la supposition,
(66) entraine:

(7 1) ‘ (P(xm) C O(tl R tm)
done, en remplagant m par m -~ ¢ et en utilisant (27):
(72) _ (P(mm-i-q) C Clty ... tm+u) C O(tl e tm) g =1, 2...

C. & d. lensemble C(4,...%,) contient tous les éléments de la suite

{@(=.)}, & partir du m-dme, done, étant fermé il contient tous les
points limites de cette suite, en particulier y. On a dome en tenant
compte de (10)

(78) y C Clty...1,) C A, m=1,2...

(14) y C_]IA,,, —

Mais nous venons de démontrer que y n’appartient pas 4 4. On
voit ainsi, que la supposition (56) entraine un contradiction. Done:

(15) N CB.
De (25) et (75) résulte: ,
(76) B=N=[JJN..

mm]

18. Les ensembles (16) sont des différences de deux ensembles
fermés, donc des F,. (17) montre, que N,.;; est 'ensemble somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles F}, et par suite un F, de
méme. Il en résulte, que B est d’aprés (76) un F,, ¢ q. f. d.

16 Juin 1920.






