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Un théoreme sur les lignes de Jordan.
Par

Stefan Mazu rki"ewicz (Varsovie).

1. Cette note contient la solution d’un probléme posé par MM.
Knaster et Kuratowski & la suite de certaines recherches sur
I'élimination de notions métriques de I'Analysis Situs. -

2. Je ne considére que les ensembles tirés d'un espace euclidien
% un nombre quelconque de dimensions.

3. Définition. Le point a découpe le continu 4, si 4 —a
contient deux points x, y tels, que tout €(z +y, 4) contient aY).

4. Si a découpe le continu 4 et si b(C A—a, alors 4 —a
contient un point z tel, que tout (b 4z, 4) contient a. J'omets
la démonstration immédiate. | |

'B. Théoréme. Prémisse: 4 est une ligne de Jordan?).
Théée A contient au moins deux points qui ne le dé
coupent pas. o

La démonstration est basée sur quelques lemmes.

6. Lemme. Prémisses: 1) 4 est une ligne de Jordan;
2) A4 contient une ligne simple fermée?) B. These:
L'ensemble de points de B qui découpent A est dé-
nombrable au plus. ' :

Démonstration. Soit b (C B, C l'ensemble de tous les points
de B—b qui découpent' 4. Il suffit de montrer, que C est au
plus dénombrable. D'aprés 4 & tout ¢ CC correspondt un point

1) @(m+y, A) désigne un ensemble fermé et bien enchainé, contenant x et

y et contenu dans A. : .
%) Je ne considére, que les lignes de Jordan stricto sensu. Les lignes de

Jordan géneralisées sont exclues (comp. mon mémoire: Sur les lignes de Jordan,

co journal t. I 87 et 38). :
%) C. a. d, I'image binnivoque et bicontinue d'une circonférence.
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2(c) C 4 —q tel que tout G(p ~+ z(c), A) contient ¢. Bien entendu
z(c) = b. Montrons d’abord, que:

(1) z(c) C 4 — B.

Supposons le contraire ¢, 4. d. z(c) CB. Les points 4 et z(c) décom-
posent B en deux arcs simples By, B, tels, que B, X B, =b-x(c)
Le point ¢ étant différent de b et de z(¢c) est contenu dans 1’un
seulement de ces arcs; on peut supposer ¢ (C B, B, est par suite
un §(b'4 z(c), 4) ne contenant pas ¢, ce qui est en contradiction
avec la définition de z(c). (1) est ainsi démontré. |
En second lieu nous montrerons que si ¢, 4= ¢, ¢, + ¢ CC,
alors il existe un §(b + x(c,), A) qui ne contient pas ¢,. A étant
une ligne de Jordan, contient wn arc simple 4, aux extrémités:
bet z(c,)!). 4, est un (b4 z(c), 4) done ¢, C A,. Si 4, ne
contient pas ¢, — notre assertion est démontrée, si ¢, (C 4, les
quatre points 4, z(c,), ¢1, € Se succedent sur 4, soit dans l'ordre:
b, ¢, ¢, x(c,) — soit dans Fordre: b, ¢, ¢1, z(¢,). Dans le premier
cas désignons par 4, la partie de A, entre ¢, et z(c,). Les points
b et ¢, décomposent B en deux ares simples B,, B, tels que
B, X By=b-¢,. L'un seulement de ces ares contient ¢,; on peut
supposer, que c,_CBI.A,-{—B, est alors un C&(b—{»x('c,), A) ne con-
ténant pas ¢,. Or un tel ensemble n'existe pas. Clest done le second
cas qui doit avoir leu. Soit alors 4s la partie de 4, entre ¢, et z(cy).
Les points b et ¢, décomposent B en deux ares simples: B, B,,
tels, que B, X B =b—+¢;. L'un seulement de ces arcs contient ¢,
la somme de P'autre et de Ay est alors le (b ~+2(c,), A) cherché.
Il en résulte que pour ¢, g=¢,, ¢, ¢, (C C:

) 2(er) = (cy)

B étant ferme.

(3)
Le z(c,) de 4 est de

Q(x("o); B) =.a > 0.

premier genre?), c. 4. d. il existe un g >0,

) Mazurkiewicgz: Sur les lignes de Jordan 43,
) L.ec 13. o
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(4) oz z(c,)) = B,

entraine pour z (C A:

®) . 0.(y @ (c)) = -g.

‘En vertu de x(c,) C 1), il existe un point m(c,’):i::é(co) tel que:
(6) ' o(z(e), w(ey)) = 8, «

done — (4) entrainant (5):

(7 oulx(er), 2(0) = 3+

En vertu de (7) il existe un &(2(c,) 4 =(c,), 4), nous le désigne-
rons par K tel que?):

8) 6(B) = g
Comme x(c,) C E, on aura pour y (_ E:

0 (3, x(e) = 0(E) = }e,
(3) et (9) entrafnent:

(10) EX B=0,

dono £ ne contient pas ¢,. D’autre part il existe un €(b+4 z(c,), 4)
qui ne contient pas ¢,; désignons le par E,. E4 E, est evidement
un C(b — x(c,), 4) qui ne contient pas ¢, Mais un tel ensemble
n'existe pas d'aprés la définition de z(c,). On arrive donc & une con-
tradiction, en supposant D3 D’'==0 et notre lemme est démontré.

7. Définition. Nous dirons que l'ensemble B est un arc sim-
ple saturé de 4, si: 1) B( 4, 2) B est un arc simple, 3) B est
saturé par rapport aux proprietés 1) et 2) %)

8. Lemme. Prémisses: 1) 4 est une ligne de Jordan,
2) B— un arc simple saturé de 4, 3) a — une extre-
mité de B. Thése: a ne découpe pas 4.

Démonstration. Supposons le contraire. Soit b I'autre extré-
mité de B. Il existe un ¢ (C 4 —a, tel que tout &(b - ¢, 4) con-
tient a (d'aprés 4). 4 étant une ligne de Jordan contient un arc
simple C, aux extrémités b, c. On a: a (C C. Soit C, la partie de C
entre a et c.

" L, c. 8.
Y) Janiszewski: Thése p. 7—8.
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Premier cas. (BX C))—a=£0. Soit alors r(C(BX () — a.
Désignons par C, la partie de' C; entre ¢ et x, par By la partie
de B entre z et b. B, -+ C; est évidemment un €(b - ¢, 4), qui
ne contient pas a. Mais d'aprés la supposition un tel ensemble
n’existe pas. |

Second cas. BX C,=a. Alors, B et C, étant des arc simples,
B4 C, est un arc simple contenu dans 4, contenant B et différent
de B. Donc B n'est pas un arc snnple saturé de 4, contralrement

~a la supposmon Notre Jemme est ainsi démontré.

9. Lemme. Prémisses: 1) 4,, 4, sont deux arcs sim-
ples coextrémales; 2) 4, 3= 4, Thése: 4, 1 4, contient
une ligne simple fermée. -

Démonstration. 4,5 4, entraine

(11) | 4, — A, =4, — (4, X 4,) F0,

A, X A, étant fermé et contenant les extremités de 4,. D’apres
la définition d'un arc simple il existe une correspondance biunivo-

‘que et bicontinue enire 4, et un segment de droite K. Soit K,

image de 4, A, dans K; c’est un ensemble fermé contenant les
extrémités de K. K — K, est 'image de 4, — 4,, donc en vertu
de (11), K — K, = 0. K contient par suite un segment L contigu
& K,. L'image de L dans 4, est un arc simple B;, aux extrémités
b et c. Comme b et ¢ correspondent aux extrémités de L et ces
derniéres sont contenu dans K,, — on a:

(12) | b4e(C 4, X 4, C 4y,

4, contient un arc simple B; aux extremités b et c¢. On a:

(13) By B, (C 4+ 4,,

(14) | b+c¢(C B, X B,

Soit z un point de B, —(b—¢), — il correspondt 4 un point inté-
rieur (par rapport & K) du segment L, donc & un point de K— K.
Par suite  C 4, — 4, c. b d. x n'est pas contenu dans B;. Donc
By X By=0b--¢, — les arcs simples B, et B, n’ont que les extré-

‘mités en commun et B, -} B, est une ligne simple fermee 1), con-

tenu dans 4, 4 4, (en vertu de (13)). Le lemme est ainsi dé-

.montré.

1) L. e. p. 62.
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- 10. Lemme, Prémisses: 1) 4 est une ligne de Jor-
dan; 2) 4 ne contient aucune ligne simple fermée,
Theéses: 1) x,y étant deux points de 4, 4 ne contient
quun seul arc simple aux extremités x et y — nous

le désignerons par zy. 2) Tout sous-ensemble continu

de 4 est une ligne de Jordan. 3) Tout sous-ensemble
continu de 4, contenant les points z et y contient zy.
Démonstration: La thése 1) est une conséquence immé-
diate de 9.
Soit B un sous-ensemble continu de A. Supposons que B con-
tient un point a de second genre et posons!);

(15) ._ 05(a) =84,

A étant une ligne de Jordan on peut déterminer &£ >0 de maniére,
que pour tout couple de points x,y de A assujétis & la condition:

(16) olz, y) < &,

il existe un arc simple contenu dans 4, aux extrémités z et y, et
de diamétre << A%). Comme d’aprés la thése 1) 4 ne contient qu'un’
seul arc simple aux extrémités x, y que nous avons désigné par
zy, (16) entraine:

(17) o(zy) = 4

D’aprés (156) on peut déterminer de points a,, a, de B de ma-
ni¢re que Yon ai:

&
o(a, al) = 5
(18) .
o(a. a,) = 5
{19) é [(E(a, + a,, B)] > 24
pour tout €(a, + a,, B). Les mégahtés (18) entrainent g(al, )=
“done:
(20) d(a, a0) = A

On a certainement a,a, — B==0; en effet dans le cas contraire
a, a, serait contenu dans B il existerait donc un €(a, + a4, B), —

) Masarkjewicz L e. 11,
M) L. c. 44, 1L
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BAVOIr a, a, assujéti & I'inégalité (20), donc ne vérifiant pas I'ind
galité (19). Soit:

@1 b C a,a, — B,

(22) - ¢(b, B) =§.

4 étant une ligne de Jordan on peut déterminer & >0 de maniére
que pour tout couple de points z, y de 4, assujétis & la condition:

(23) oz, y) = &,
il existe un arec simple contenu dans 4, aux exirémités z, y et de
diamétre ég Comme d’aprés la thése 1) 4 ne contient quun

seul are simple aux extrémités z, Y que nous avons désigné par
zy, (23) entrine:

24) g =y,

B etant un continu contenant a, et @y, on peut déterminer dans B
une suite de points: g, =z, Ty ..., == d,, telle que:

(25) | oz, 2. ) < ¢ i=1,2...k—1.
Lfensemble:

(26) \ C= Yz,

est une ligne de Jordan, contenant a, et @y, donc contenant wn are

simple aux extrémités a,, ag. Cet are simple est identique & a, a,
en vertu de la thése 1) et de C (C 4. Done:

(27) bCaya, CC.

1l existe donc un entier I<<k—1 tel que b Ca,
entraine (24), on a en vertu de de
en particulier pour i=—7

7.4,. Comme (23)
(25) pour i=1,2...k —1, et

6(:':‘ wi-H) § Ea

done, en tenant compte de x, (C B:

(29) o B) < 00, 2) < (e <
en contradiction avec (22).
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On voit, que B ne contient aucun point de second genre tous
les points de B sont de premier genre et la thése 2) est démontrée.

B désignant encore un sous-ensemble continu de A, supposons
x-+y (C B Daprés 2) B est une ligne de Jordan, contient donec
un arc simple aux extrémités x et y. En vertu de B (C 4 et de la
thése 1) cet arc simple est identique & zy, — done:

(30) zy CB
et la thése 3) est démontré.

11. Lemme. Prémisses: 1) 4 est une ligne de Jordan;
2) A ne contient aucune ligne simple fermée; 3) a, C4,
pour n=0,1. .; 4) ayFa., n=1,2...; 5) ava, Capl.ps, n=1,2...;
Thése: Ja,a, est un arc simple.

Démonstration. Le lemme est évident si a partir d'un entier
p — tous les points de la suite {a,} sont identiques. Dans le cas
contraire posons: a, =b,, a, = by, b,;,; — identique au premier
point de la suite {a,} pour lequel a,a,D) b b, et a, =4, (kF=1,2..).

‘Le point b, est alors situé sur l'arc h,h,,, et différent de b, et de

byyy, done): _
(32) bD b*'i"] == boi)k + b;‘bk_'_] bo bh >< bk bk-[-‘l —_ bk

(32) 2(10 a, =250 b, =z‘bx baya =2bk brps -+ 'Ha
: Az k=0 AZ0

en désignant par H lensemble d’accumulation de la suite {bubuia}%).

Je dis, que H se réduit & un seul point. Soit b un point limite

de la suite {f,}. On a:

(33) lim ¢(b,b,) = 0.
Supposons, qu'il existe un point & C H — b. On aura
(34) lim Q(C, 'bn bn-{-—]) = 0.

Posons: ¢(b,c) =4« et déterminons 23 de maniére que I'inégalité:
o(r, y) = 2f entraine pour z 4y C 4 Iinégalité:

(36) Say) = a
D’aprés (33) il existe un entier ¢ tel que:
(36) | o, b,) = < a.

1) Janiszewki L cr bi.
%) L. c. p. 1b 8q
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D’aprés (34) il existe un entier r =¢ et un point ¢, (C b,b,y, tel que:

(37) o o) =a
 D’aprés (33) il existe un entier s =g 1 tel que:
(38) 05, b) = 6,

(36) et (38) entrainent:

(39) - o(b,, b) = 28,

done, d’aprés la définition de B:

(40) d(b,0,) = a.

D'autre part on a, en vertu de (36), (37):

(41) o(by 01) = 2.

En partant de (31) on obtient facilement:

(42) b+ b1 C boh,

done, en vertu de 10: .

(43) | b.b,y (Cb,b,.

(44) Cy C bqba)

(45) 8(b,0) = o(b,y 01) = 20,

en contradiction avec (40). Done: H — b= 0, c. & d.
(46) H=b,

d’ou en particulier: -

(47) lim b, = b.

k=00

Je dis. que b n’est pas contenu danst byys Supposons le contraire.
A= 0

On a~alors pour une valeur ¢ de Iindice k: b C bybyyy. Alors:
(48) b= b,y

Posons (b, b,.,) = 2y et déterminons 6 >0 de manidre, que
0(r,y) = ¢ entraine pour z ~+y C 4:

(49) | 0ry) = 7.
Diaprés (47) on pent déterminer un entier s tel que:

(50) ebb)=d; sz=q42
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done:

On a en vertu de (1) et de <l g +2=s:

(52) bata C bebi

Done, si b, = b:

(53) bosa C .

Si b,=F b, on a:

(b4) b,b, = b,b - b, b,b X bb, = b
et, en vertu de 10:

(64) byb C byboys.

Comme b, n'est pas contenu dans b,b,,,, il n'est pas contenu
b fortiori dans b,b. Done, dans ce cas encore on a (53). Mais (53)
entraine:

- (36) 6(bb) = 0(by Bye) =2,
contrairement & (§1). On voit done que b n'est pas contenu dans
Zbibyga.
L’ensemble:
®7) - S, = Fhbuy+ b,

k=0

est un continu contenant @, ==b, et b et contenu dans 4. Donc,
d’aprées 10:

(58) . : | 2“’0 Qy, D bo b'

Supposons Ja,a, — bob 3= 0 et soit:

(59) o C_Yaya. — bob.

. 11 existe un entier p tel que:

(60) | ¢ C byb,s.

‘Soit k> 1; alors ¢ =f b; comme d'autre part ¢’ == by, on a:

(61) boby==boe' + ¢'b,  bye’ X b=,
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62  Yaa=be+ Fob=bo+ (Zc”bk + b),

k= pf-1 : ko= ppe1
(63) oo X, Y b= (b’ X b)Y+ (b X be') =,
k> p1 k> p1 .

en vertu de (61) et de ce que b n'est pas contenu dans h,c'. (58)
(59), (62), (63) entrainent:

(64) bob = (bob X by ) - (bo px X b)

k= pt1 .

(65) (b X 1) X (b X Fe'h) =

k> p-4-1

= byb X (boc’ XZc’bk) —byb X & = 0

k> pt1

Les ensembles (05 X b,c) et (bob XZ&’I),,) sont fermés, non

. k> p1 .
vides (puisque le premier contient 5,, le second b) et n'ont pas de

points communs. Done on peut déecomposer le continu 4,5 en une
somme de deux sous-ensembles fermés, non vides, sans points

communs, — ce qui est absurde. Donc Sa,, a,— bob =0, c. & d.:

(66) 2&, @ ==byb

et notre lemme est démontré

12. Lemme, Prémisses: 1) 4 est une ligne de Jor-
dan; 2) 4 ne contient aucune ligne simple fermée;
3) pour n=1,2... J, est un are simple contenu dans 4;

4) J, Cdupn Thésezz.],, est un are simple.

Démonstration. Désignons par a,, b, les extrémités de J,,

par ¢ un point de .J, —(a, +4,), par @., b, les extremités de
J.n>1). On a:

(67) J.=a,c+cb, a.c X bec=c¢

et en permutant convenablement les lettres a, b en cas de besoin,
on pent toujours obtenir, que: |

(68) a, C can; bl C Cb,,.,
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d’olt résulte par un raisonnement facile:

(69) aa, C Clpy; b, C cbpyy-
Done, d'aprés 11 on a (comp. (67), (66)):

(70) | an,, = ca :ann ~+ a,
(71) Sva=cb=Yeb, 45,
(72) S.=ca+cb.

En vertu de (67), (70), (71)

(13) ca><chZ(cakchn)+a+b=a—|—b+c.

kyn

Supposons que ca X ¢b D) a; alors ¢b ) a et comme chb o
on aurait en vertu de 10:

(74) ca C cb,
(15) ca X ¢b ) ca,

résultat absurde, car ca XX ¢b peut d’aprés (73) contenir trois points
au plus, et ca en contient une infinité. Donc a n’est pas.contenu
dans ¢a X ¢b. Il en est de méme pdur b, done:

(76) L ca X cb=c,

'-(72) et (76)- entrainent ?):

(777 | ZJ;;"—:ab

ot le lemme ‘est démontré.

13. Lemme. Prémisses: 1) 4 est une ligne de Jor-
dan; 2) 4 ne contient aucune ligne simple fermée;
3) Best un arc simple contenu dans 4. Thése: Il exi-
ste un arc simple saturé de 4, contenant B.

Démonstration Ce lemme n'est quun cas particulier, d’'une
proposition générale sur Vexistence d'ensembles saturés, que j'ai

- % L. c. p. B3.
Fundamenta Mathematicae II. 9
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" donné ailleurs ). En effet, si nous remplagons dans l'énoncé de

cotte proposition les mots ,propriété P“ par les mots: »propriété
d'étre un arc simple contenu dans 4< — sa thése devient identique
avec celle de notre lemme et ses prémisses sont vérifiées, en vertw
de 12 et de la prémisse 3) de notre lemme.

14. Démonstration de 5, Si 4 contient une ligne simple
fermée B il existe d'aprés 6 une infinité de points de 4 qui ne
le découpent pas, savoir tous les points de B, sauf un ensemble
au plus dénombrable, Si 4 ne contient aucune ligne simple fermée,
soit B un are simple contenu dans 4. D'aprés 13 il existe un are
simple saturé de 4, contenant B. Désignons par a, b les extrémités
de cet arc. D'aprés 8 ces deux points ne découpent pas 4. Notre
théoréme est ainsi démontré.

15. Remarques. Il est aisé de démontrer par des exemples
que lensemble de points qui ne découpent pas une ligne de Jor-
dan 4, peut étre non dénombrable et méme de seconde catégorie
par rapport & A, aussi dans le cas ol 4 ne contient aucune ligne
simple fermée.

Les lemmes 10 et 13 montrent que les lignes de Jordan qui
ne contiennent aucune ligne simple fermée, forment une -classe
b part qu'il serait peut étre intéressant d'étudier. La proposition
suivante p. e. me parait probable: une ligne de Jordan situé
dans un espace euclidien 4 un nombre quelconque
de dimensions et ne contenant aucune ligne simple

fermée est homéomorphe avec un ensemble plan.

) Mazurkiewiez I, c. 38.

Varsovie, 24 Avril 1920.






