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Sur 'équivalence de deux théorémes de la Théorie
des ensembles.

Par
S. Saks (Varsovie).

Dans une note ,Un théortme sur les ensembles fermés* 1)
M. Sierpiriski démontra sans laide de l'axiome de M, Zer-
melo une généralisation du ,Durchschnittsatz* de Cantor?).

Nous nous proposons de démontrer que ledit théoréme de
M. Sierpifiski est équivalent au théoréme de M. Borel et que
cette équivalence est valable pour des ,espaces“ les plus générales.

Précisons d'abord les mnotations. 9 désignant un ensemble des
ensembles (une famille des ensembles), les symboles ZU et ITY
signifient resp. la somme et le produit de tous les ensembles de 9.
Si ¥ ne contient qu'un nombre fini des ensembles 4,, 4,,..., 4,,
nous posons aussi:

SU=A, + 4y + ...+ 4, =34,
i=1

T = 4, Ag...Aﬂmg"{Ai.
(¢) désigne I'ensemble ne contenant que I'élément a.

Soit maintenant & un ensemble que nous appelerons espace
de points. Distingnons deux classes de sous-ensembles de E: la
classe des ensembles fermés et celle des ensembles bornés.

Définition. Wous appelerons domaine chaque sous-ensem-
ble de E qui est complément (dans E) d'un ensemble fermé.

1) Bull. de I'Ac. des Sciences de Cracovie 1318, p. 49.
%) La démonstration bien connue du théoréme de Cantor s'appuit sur
l'axiome de M. Zermelo.
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2 8. Saks:

Axiome I (théoréme de M. Borel). Si un ensemble fermé et
borné K est contenu dans une somme des domaines, il existe un

nombre fini de ces domaines G,, Gy,..., G,, tels que F CZ’ G

dwe]

‘Axiome II (théoréme de M. Slerplﬁskl). Si § est une
famille des ensembles fermés. dont l'un au moins est borné, telle
que pour chaque nombre fini de ces ensembles leur produit ne
soit pas vide, on a aussi: IIF=E=0.

1) Le premier de ces axiomes entraine le deuxiéme,

Soit §§ une famille des ensembles fermés dont Vun, p. e. [,
est borné, telle que le produit de chaque nombre fini de ces en-
sembles ne soit pas vide. Supposons que IIF==0, doi:

Fo. IIF =0,
F, C O(IF)Y.
Soit & I'ensemble des compléments des ensembles de la famille .
On a C(IIf) = 2@, done:
F, C36.

Les ensembles de la famille & sont — d’aprés la définition —
des domaines. Il résulte donc de l'axiome I qit'il existe un nombre
fini de ces domalnes Gy Gy ..y G tel ques

R C 26,
ou
’F,,.O(ij’ai)ﬁo,-
i
F, IIF,=0, ot F=C(G) (=L12,...,n)

fm]
Or les ensembles F,, F,,...,F, appartenant & la famille

leur produit ne peut pas &tre vxde Nous aboutissons ainsi & une
contradiction. |

2) L'sxiome II entraine l'axiome I. Soit, en effet ¥, un ensem-

ble fermé et borné, contenu dans la somme des domaines d'une
famille @, c. & d.

1) FC3®, ou: F.((3@) =0

1) A désignant un sous-ensemble de K, C(A4) désigne son complément dans K.
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Keartons le cas F=0, ot notre proposition est évidente et
supposons qu'il n’existe aucun nombre fini des domaines de &
dont la somme contienne F. Appelons §§ l'ensemble des complé-
ments des domaines de ®. Fy=F + (F) est done une famille
des ensembles fermés, dont 'un au moins, savoir ¥, est borné. Soit-

F,, F,,..., F, une suite finie des ensembles de {F,. On a:
(@) - IRDF.IF=FIo,
§o] i==] =

@, étant des ensembles de F,, différents de F. Ils appartiennent
done & ¥ et leurs compléments &= C(P) (¢i=1,2,..,m) 4 @. On a:

®) F.II0,=F.C(36)==0,

fm] {=1

puisque, suivant notre hypothése, F' n'est pas contenn dans la
somme des domaines de © en nombre fini. En vertu donc de (2)
et (3)

ﬁE$O

FE

pour chaque suite finie F, des ensembles de F,. Iar suite, d'aprés
l'axiome II: |
I, ==0, done: F.I{F==0, ow
F.C(20)==0,

ce qui est contradictoire avee (1).
Notre assertion est done démontrée.
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