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Sur la décomposition d’'un segment en une infinité
d’ensembles non mesurables superposables deux
a deux.

Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. On peut décomposer une droite en une infinité dénombrable
d’ensembles non mesurables, sans points communs, superposables
deux & deux par translationl). Comme I'a remarqué M. Stein-
haus, nous ne savons pas résoudre le probléme d'une décomposi-
tion analogue pour un segment, p. e. le segment 0 <x =1. Il
parait que ce probléme est trés difficile.

2. Cette nole contient la résolution d'un probléme plus facile
qui rentre dans le méme ordre d'idées. — Je démontre le résultat
suivant. |

Il existe une décomposition du segment 0 =z =1
enc ensembles non mesurables, sans points communs,
superposables deux & deux par translation (cdésigne
la puissance du continu).

3. La démonstration est basée.sur la théorie de nombres trans-
finis, en particulier sur le théoréme de M. Zermelo.

4. Désignons par I, I, I, les segments 0=2=1, 0=2=},
0 <= $ respectivement, par M Vensemble de tous les ensembles
parfaits, contenus dans I, @ étant un nombre ordinal, désignons
par A () lensemble de tous les nombres ordinaux inférieurs & a,
par @ la puissance de A(a), par o, le premier nombre ordinal,
tel que o, =c. |

1) Vitali: Sul problema della misura dei gruppi di punti di una retta, 1906
Comp. aussi: W. Sierpifski: Sur un ensemble non mesurable. Tohoku Math.

Journ. vol. 12 (1917).
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b. I, I, et M ont la puissance ¢, donc on peut supposer, que
ces ensembles sont bien ordonnds d’'aprés le type w.1).. On a de
cette maniére trols suites:

L) {ua)
(2) ey  a<o
(3) {Po}
contenant respectivement tous les éléments de I, I, M
6. On voit sans peine que notre probléme se réduit & la dé-

monstration de l'existence de deux ensembles B et E possédant
les proprietés suivantes:

(p) OCE
(py) £ a la puissance ¢
(ps) Si e CB, y CE, alors z+ 3y C 1
(ps) Si u(Cl, on a u=x~y pour un  CB et un y CF
(ps) Lo CB, & CB,yCE vy CEz+y=a+y —
alors x=2a', y =1y
(ps) B est non mesurable.

7. L'ensemble des nombres ordinaux supérieurs & 2 et infé-
rieurs & @, a la puissance ¢ de méme que A(w..2)?2). Il existe
donc entre ces ensembles une correspondance biunivoque, en vertu
de laquelle A tout nombre a du premier ensemble correspond un
nombre ¢ (¢) du second. Décomposons le premier ensemble en
deux sous-ensembles complémentaires K; et K, par la convention:

@) aC K s ¢la)<o,
aCK, si o.=¢p();

K, et K, ont évidemment la puissance c.

8. Soit {8}, ¢=1,...n une suite finie de nombres ordinaux,
assujétis a l'inégalité:
(®) B < w.
et soit f (a,, @,,...a,) une fonction définie pour tout systéme de
nombres ordinaux a,, &, ...@,, assujétis aux inégalités:

(6) @, < ﬁi'

1) Buretin: Wien, Sitzungsber, Abt. II*, B. 125 (1916).
1) Schoenfliess-Hahn: Entwickelung der Mengenlehre und ihrer Anwen-

dungen I p. 131,
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La réserve de valeurs de la fonction f (e, @ ... @,) est évidem-
ment un ensemble de puissance égale ou inférieure a

Infﬁizmax.ﬁ‘< ¢c.t)

thl
Cette remarque est essentielle pour la suite de notre raisonnement.
9. Définissons pour tout 8 < ®, deux nombres b, et ez de

maniére suivante
I b,=0, ¢ =0
I =% a=}%
III §>>2 Supposons les b, et les ¢, définis pour y < f et

distinguons deux cas:

(1) g CK
by est alors le premier nombre de (1) eontenu dans P, et diffé-
rent de tous les nombres

(8) b e —e, y<B 8B n<B

e; — le premier nombre de (2) différent de tous les nombres:

(9) b, —bs + ¢, y<B+1 d<B+1, B
by et e, existent .toujours, car les ensembles P, et I, sont de

puissance c et les ensembles de points (8) et (9) — d'une puissance
inférieure & ¢, d'aprés 8.

(25) B C K,. ‘
Soit uj le premier nombre de (1) différent de tous les nombres:
(10) by te ¥y <B 44

ce nombre existe, car I, a la puissance c, et l'ensemble de nom-
bres (10) une puissance inférieure & ¢ (daprés 8). On a de plus:

(11) | iy = by 6 =0
(12) ug = by 1+ &, = §
(13) uﬁﬁzb,—-l—e,:l.
Donc on aura une des deux inégalités:
(14) 0<<uz < %
(15) §<up< L.

1) Schoenfliess-Hahn 1 c¢. p. 135 (5).
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Désignons par L lun des deux intervalles: 0 < z < &up ot
g —§ <@ <} suivant que Ion a (14) ou (15). ¢, est le premier
nombre de (2) contenu dans L et différent de tous les nombres:

(16) 9’ bd—{-’en
(17) uél-"by_*‘eb—en 7<‘37 6<437 77<ﬁ
(17) Y bg+ .

Ce nombre existe, car L a la puissance ¢, et (en vertu de 8) l'en-
semble de nombres (16), I'ensemble de nombres (17), enfin 'ensemble
de nombres (17a) et par suite leur ensemble somme!) ont une

puissance inférieure & ¢. — Posons enfin:

10. Soit B l'ensemble de tous les be, E — Vensemble de tous
les ¢

g

11. (p,) est verifiée, & cause de 9, L

12. Pour démontrer (p,) il suffit d’établir que 8 < A entraine
esF¢;.. C'est certainement le cas si =1, A=2. Dans le cas
contraire on a, d'aprés la définition de e;:

(19) 644:by*—bo+8,7, <A O A A,
Posons: y =4 =1, n=4; non aura:
(20) €1 °F € ¢. q f d.
13. D'aprés la définition de e, on a toujours:
(21) e g I

Daus le cas I et II: b, (CIy; dans le cas III (2)): b C Ppp CLs;
dans le cas ILY, (2,), (14)

(22) 0<u"8-—-§u},<ul;weﬁ=bﬁ<u;<§,
enfin dans le cas III, (z,), (15):

(28) <t —p<<up—eg=b<u—@up—§=4%

Done, dans tous les cas:

(24) bg C 1y
(21) et (24) entrainent (ps).

1) Behoenfliess-Hahn L c. p, 131. (1).



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

12 Stefan Mazurkiewicz:

14. Pour démontrer (p,) supposons le contraire. (1) contient
alors un u, différent de tous les:

(25) bﬁ + ) 48 < wc) 2’ < W,

Pour § C K,, uy est un nombre de la suite (1); désignons par o (f)
son indice dans cette suite.

-~ Pour 8 C K, 4 C Kyy << A on a daprés 9, 111, (2,):

(27) ua(z)muk#b;’ + €x 'y*< /l, 6<l
done, en particulier

(28) Uy =F by + €= Uy

(29) o(2) == o (B).

A tout B (C K, correspond un o(8) et & deux 8 différents corres-
pondent deux o (@) différents. L’ensemble de tous les o () a par
suite la méme puissance que K,, c¢. & d. la puissance ¢. Comme
n<<w, il existe un B, tel que:

(30) u<<o(B).

D’aprés la définition de up == u, 5y, tout mombre w, pour a < o(By),
et en particulier u,, est de la forme (25). Nous arrivons ainsi ) une
contradiction, Done (p,) est démontré.

15. Pour ¢tublir (p;) démontrons d’abord que lon a pour tout
B o, et >1

(3]) 8ﬂ:i:b;’-—bé+en Y =6, 6§ﬁ) B
(32)  bykb—edbe, y<f < n<p

Pour 8 =2, on vérifie immédiatemenl, que ces indgalités ont lieu.

Dans le cas IIL, (z) — (31) et (32) sont une conséquence
immédiate de la définition de b, et €.

Dans le cas III, (3) — (81) est certainement vérifide pour
y<B, 6 (daprés la définition de ¢;) et de méme pour y=dJ=1_4
(comp. 12). Pour établir (81) on a done qu'a démontrer les inégalités:
(33) . e by — by + e,

' - - L
(84:) e(}:*:b;,"’”bﬁ""‘en Y\ﬂ7 6\ﬁ7 "7<18‘

Ces inégalités deviennent en vertu de (18) :
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(35) eﬁ#ué — 35'1“""7
(36) ug b, +e, y<§, 0<pB n<f

qui sont vérifides en vertu de la définition de ep et up Done (31)
est demontré.

L'inégalité (32) devient dans le cas ITI, (2,):
(37) : eﬁ:f:u;,—wby + 5 — e,

elle est donc vérifiée d’aprés la définition de es. Remarquons encore
que (32) devient pour d = 7:

8) b, y<p
16. (ps) sera établi, si nous démontrons, que l'égalité:
(39) bg + €, = b; + ¢,
n’est possible, que dans le cas ou:
(40) f=06, y=mn

Supposons que pour un systéme de nombres: 8, d, y, n (39) est
vérifie, sans que l'on ai (40). Quatre cas sont possibles:

(41) f=20, vy

(42) B0, y=n »
(43) B=+06, y=Fn max (B, 0)> max.(y,1)
(44) B=F6, v :1: n, max.(f, ) = max. (y, ).

Dans le cas (43), on peut supposer 8> 4, dans le cas (44): 'y> .
L'égalité (39) devient dans les cas (41), (42), (43) (44) respecti-
vement:

(46) e, =¢, Y7
(46) by = by B0
(47) bﬁ:bd—'egﬂ"l_en 7}<437 6<187 "7<ﬁ

(48) eyzbémbﬂ_l—ea;t 6§% ﬁg% "7<'}’

Ces dgalités sont impossibles, (46) — en vertu 12, (20); (46) en
vertu de 15, (88); (47) — en vertu de 15, (82); enfin (48) —
en vertu de 15, (31). |

(p;) est ainsi démontré.
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17. Supposons B mesurable. P étant un ensemble parfait, con-
tenu dans I, —il fait partie de la suite (3), — soit ¢ son numéro
d’ordre dans cette suite. La correspondance ¢ () étant biunivoque,
il existe un -4, C K tel que |

(49} @ (4)=¢.
D'aprés 9, III, (2): |
(50) bu CLpup=7"
done:

(51) BXP=0

B a par suite de points communs avec tout ensemble parfait con-
tenu dans I;. Done la mesure extérieure de B=—=4§1). B étant
supposé mesurable, la mesure de B=2§. Soit B, Pensemble de
tous les points b, 4 ¢; (¢ < ®,). On a B=B, et, d'aprés (p;):

(52) B X B, =0.

On obtient By, de B par la translation #'=24 =24 4. Done
B, est mesurable et de mesure 3. Il s'ensuit, que la mesure de
B + B, est égale & 4 ce qui est absurde, car daprés (ps):

(83) B+ B, CI,

et la mesure de I, est 1.
Donc B n’est pas mesurable et (p,) est démontrée
~ 18. La décomposition

(54) Il = E'Bﬁ ,3 < w,

est la décomposition anoncée.
1) Burstin L c. 2. 8atz (p. 210).

Varsovie, le 13 Janvier 1920.






