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Une remarque sur les fonctions monotones.
Par

Alexandre Rajchman (Varsovie).

I. L'objet de cette note est la démonstration du théoréme suivant:

La somme dune série convergente des fonections
non déeroissantes, telles que la dérivée de chacune
d’elles s'annule presque partout, est une fonetion non
décroissante &4 dérivée nulle presque partout (cela
veut dire: dans un ensemble, dont le complémentaire est & mesure
lebesguienné nulle). |

Comme application nous montrons que la fonction

Ll =)

Fnx

nd

nol

est une fonction pantachiquement discontinue & dérivée presque
partout nulle (Ea désigne le plus grand entier ne dépassant pas a)
et nous formons un procédé trés simple permettant de construire
des fonctions continues croissantes (au sens strict) & dérivée presque
partout nulle. Des exemples particuliers de telles fonctions ont été
publiés par MM. Denjoy?) et Sierpinski?).

II. M. de la Vallée Poussin introduit dans son ,,Cours‘
d’Analyse Infinitésimale“ (I vol, troisidme édition, page 267, § 252)
une définition qui revient, au fond, & la suivante:

1) Nous appelons variation d'une fonction?) f(x) dans un inter-
valle (g, b) (8 << b) la différence /(b)) — f(a).

1) Journal des Mathématiques 1915

) Giornale di Matematiche Vol. 54, 1916.

) M, de la Vallée Poussin ne considére que les fonctions contlnues,
cette restriction est inutile, nous ne la suivons pas,
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2) Scit G un ensemble ouvert '), et soient

(a1 b1) (azy by) ... (a,, b,)

les intervalles (ouverts, n'empiétant pas les uns sur les autres) qui
le composent.

Soit f(x) une fonetion, pour laquelle la série

u =200

(2) 2 L) —fla) = Vol f@)

sl

est absolument convergente ®) (¢t par conséquant admet une somme
indépendante de l'ordre des termes).

Soit ¥, [f(#)] la somme de la série (2); cest coette quan-
tité Vo[ f(x)] que nous appelons variation de la fono-
tion f(x) dans Vensemble G

3) Soit F' un ensemble fermé (situé tous entier dans un inter-
valle donné (4, B)). Soit G lensemble complémentaire de F (par
rapport & intervalle (4, B)). On appelle V,|f(x)] — variation de
la fonction f(z) dans Vensemble /' — le complément de la varia-
tion dans (*, ¢'est-h-dire on a, par définition,

(3) VilF(@)] =5(4) — F(B) — V4 [/ (@)].

Il résulte immédiatement de cette définition qu'a chaque ensemble
fermé # et & chagque nombre positif & on peut faire correspondre
une suite d'intervalles (e, 8,) (e, Bs) ... (a,, B,) telle que l'on ait

{wiyt

VelF(@) < Y 1/(8) —F(@)] < Vol f@)] +.

III. Dans ce qui suit nous établissons?®) tout d’abord les théors-
mes suivants:

1) ,On appelle ouvert tout ensemblp dont tous les points sont intéricurs, On
démontre que tout emsomble ouvert (linéaire) est une somme d’un nombre fini ou
d'une Infinité dénombrable d'intéricurs d'intervalles n'empiétant les uns sur les
autres,.. Tout emsemble fermé est complémentaire d’un ensemble ouvort of réei-
proquement®. (W, Bierpidski, ,Sur une définition do Iintégrale...* — Prace
matematyczno-fizyezne, tome XXX (Varsovie, 1919) page 172),

*) Cette condition cst remplie par toute fonetion # variation bornda,

%) Ces théorémes nous paraissont 4 pen prés évidonts (surtout lo premier)

Néanmoins, par acquit de consience, nous les faisons suivie de démonstrations
détailldes, ‘

4*
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1) Soit |
N L@ AL@) A+ L@+ = ¢ (#)
une série convergente pour a = x =" b, dont tous les termes:
©), Sfi(@) fol®).. . fu(@)- ..
sont des fonctions non décroissantes?) de la variable x:
soit ¢(z) la somme de la série (4),
soit £ un ensemble ouvert ou fermé (situé tout entier dans

Vintervalle («, b)),
soient enfin

VlA@] 6=1,2..)  Vip@)]

respectivement les variations des termes et de la somme de la

série (4);
~ nous affirmons que on a dans ces conditions:
() | | w) = Y V:[/i(@)]

ima

2) Soit f(z) une fonetion non décrmssante 2) de la variable z,

k un nombre positif, ~

E, un ensemble fermé des valeurs de z, tel que l'on ait pour
tout3) « appartenant & E,

(-7) | ]“::_‘?_EP f(‘z+k’)’ _‘f(x) > JA

goit ¢, la mesuret) de l'ensemble £,
soit Vy[f(x)] la variation de f(x) dans I'ensemble E,;
nous afﬁrmons ‘que I'on a dans ces conditions:

(8) Velfla)] = kek

3) Le théoréme précédent subsmte si lon remplace dans son
énoncé l'inégalité (7) par la suivante

(7 bis) Tim supZ® )""f(“’ )

h—»+0

1} Ou bien : non croissantes.

%) On plus généralement: & variation bornéa

3) La relation « ( F entraine l’méga.lltti (7), mais nous ne supposons pus la
reciproque,

9)-Au sens de H, Lebesgue.
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IV. Nous en déduisons le résultat smivant:

»Si la variation d'une fonetion non déeroissante S(x) dans un
ensemble fermé est nulle, on a presque partout dans cet ensem-
ble: f(z) = 0¢.

V. Nous aurons besoin encore des énoncés suivants:

1) Soit &, un ensemble fermé, tous les points duquel sont des

points de continuité de la fonction non décroissante J(#) et rem-
plissent l'inégalité suivante:

7
lip e )

soit g, la mesure de G,; avec ces notations on g:
Vak [f(“')ﬂ] < kg

2) Si la dérivée f(x) (d'une fonction non déeroissante S (@)
s'annule dans tous les points d’un ensemble fermé, la variation de
la fonction f(z) dans cet ensemble est nulle. |

VL Apres avoir énoncé les résultats passons aux démonstrations.

Celle du théoréme 1 de § IIT est immédiate.

Soit
(10) (ah bfl )9 (Cl“ bﬁ) e (ani b,,) ‘e

Penseinble des intervalles, qui constituent Yensemble /7 dans le cas
ol celui-ci est ouvert; mous emploierons les mémes notations (10)
pour désigner les intervalles contigus & lensemble £ dans le cas
ot il est fermsé.

Avec ces notations I'équation (6) (que nous avons & démontrer)
prend la forme suivante: -

LX) 1w O He O (a0

) Y by —fan =3 I i) —rla] 6> a)

{m] el nw]  feal

Mais on a, par hypothése, quels que soient n et i:

Jib) & Sl a);

«done les termes de la série (11) sont tous positifs ou nuls.

Or dans une série double A termes non négatifs il est loisible

d'intervertir I'ordre des sommations, done I'équation (11) ge vérifie
e. q. f. d,
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VII. Avant d'aller plus loin faisons la remarque simple suivante ?):

Pour qu'un ensemble M des points de lintervalle (4, B) con-
tienne tous les points de cet intervalle, il suffit qu'il jouisse des
propriétés suivantes:

1) Toute suite croissante des éléments de M admet une limite
appartenant & M. | |

2) Le point 4 appartient & l'ensemble M.

3) Tout point de l'ensemble M (sauf le point B), est le point-

. limite d’une suite décroissante des éléments de M.

En effet, supposons, par I'impossible, qu'un ¢ (4 < # < B) n'appartienne pas
& M. Soit M(t) 'ensemble des points de M qui ne sont pas postérieurs an point £
Cet ensemble n'est pas vide (proprieté 2) et (ce qui résulte de la propriété 1) il
posséde un élément dernier a;

(12) o CM@E C M
(13) ASe=t=B

Il est impossible que I'on ait &« < ¢ En effet: le point @, est le point-limite

- d’une suite décroissante des points appartenant & M (propriété 3); si e < ¢ cette

suite contient une suite partielle des points appartenant a M(¢). Donc a, n'est
pas le dernier élément de M, ce qui contredit sa définition. Donc @ = t; par

conséquant (relation (12)) ¢ (_ M ce qui contredit notre hypothése absurde. C. q. f. d.

VIIL Nous allons rattacher le théoréme 2 de § III au lemme
sulvant:

nLiaccroissement f(B) — f(4) que subit une fonction f(x) non
déeroissante dans un intervalle (4, B) est supérieur ou égal au
produit ke,, & désignant un nombre positif quelconque — ¢, la
mesure d'un ensemble fermé, dont tout point 2 remplit inégalitd
suivante:

(14) lim sup Je+ h})z. —J (a:)

Jioer +ﬁ

~ k'.“

Démonstration. Soit F, un ensemble ouvert ou fermé dont
tout élément = remplit la condition (14). Soit E,(f) 'ensemble des
éléments de E, non postérieurs au point ¢ (le produit de 'ensemble E,
et de l'intervalle (4, £)); — soit ¢,(f) la mesure de 'ensemble E.(1)?).

') Au fond nous ne taisons ici que rappeler la définition des nombres réels.
’) On a Ek(B) = Ek
| € (B) = &

E,‘(t) est fermé comme produit de deux ensembles fermés.
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Soit enfin M l'ensemble des solutions de l'inégalité suivante:

(15) S —f(4) = beyt).

Nous allons prouver, que l'ensemble M jouit des trois propnétés
énoncées au § VIL , ,

En effet: 1° Soit 4,4, ...¢,... une suite croisysante' des élements
de M, — soit T leur limite
(16) T=1lim ¢,

L’inégalité (15) étant remplie, par ‘hypothése, pour #==f, on a aussi?)
(A7) | lim f(¢,) —f(d) =k hm e (tn),

n—»0Q
mais ¢,(f) est une fonction continue de £ J(t)-— une fonction non
décroissante, done:

Lim ¢,(t,) = e,(T); lim'f(tn) =/A(T),

=00

par censequant:

(18) J(T) —f(4) = ke(T)

done toute suite croissante des éléments de M admet
une limite appartenant & M |
2° Pour == 4 les deux membres de l'inégalité (15) ¢annulent;
done le point 4 appartient & 'énsemble M. .
3° Soit ¢ un élément de M, ‘différent du point B. Deux cas
sont i distinguer: ou bien & appartient & F,, on blen 'n’y appartient
pas. Dans le premlex cas on a |

(14) | lim sup It +h) —

}I-—\—’-O

>Ic

par conséquant il existe une suite déeroissante vers zéro des nom-
bres positifs k;, hy...h,... tels que l'on ait:

- (19) Flt+h)— Flt) > kh,

En ajoutant membre--membre les iuégalités (15) et (19) et en

- combinant le résultat obtenu avec l'inégalité évidente:

(20) | R, = e (t4=h,) — e,(t)

1) lim f{t,) existe, parce que f(t) est une fonction croissante.
Freein O
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- on trouve.

(21) Flt-+h) — f(4) = ke,(t+h,)

ce qui prouve que tout point de M appartenant a E,, (excepté le
point B, gl y a lieu) est le point-limite d'une suite déeroissante
des éléments de M. ‘

Supposons maintenant que # n'appartient pas a E,; E, étant
ferm¢, il existe tout un intervalle (x, - h) des points n’apparte-
nant pas & E,; donc il est facile de former une suite A,, h,...k,...
décroissante vers zéro et telle que I'on ait

- (22) h 0 = et k) — e, (8).

Or f(z) étant une fonction non décroissante, on a

(23) Feh)—rf@) = 0.

Des inégalités (15), (22) et (23) résulte immédiatement I'inégalité
(21) qui prouve maintenant que tout point de M remplit la ‘condi-
tion 3° de § VII. Done I'ensemble M remplit les trois conditions
du § VII; par conséquant il contient tous les points de [l'inter-
valle (4, B) (y compris le point B), ce qui prouve le théortme
énoncé.

IX. Le théoréme précédent subsmte, si 'on remplace l'inégalité
(14) par la suivante:

(14bis) * lim sup f( )'—f(‘”f"h)

k--H}

Pour le prouver, il suffit de considérer la fonction

p) = —f(—x).
On a |
@) @(—z4h) — g(—2) = f(2) —fla—h);
par conséquant: dire que l'on a
(14 bis) lim f_;lpf (@) ‘{ A

pour tout » compris entre 4 et B cest autant que dire:
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»l'inégalité suivante:

(25) lim sup q:;(:c—{—lz}z — go(.r)-> k
he=t0

est remplie pour tout z appartenant 4 lintervalle (— B, — 4)<.
En vertu du lemme de § précédent nous pouvons en conclure:

P(— 4) — p(— B) = ke,
c’est-a-dire
(26)  J(B) — FA) = ke,
c. q. f.d.

X. TI est évident, que dans les énoncés de §§ VIII et IX on
peut remplacer la quantité f(B)— f(4) par la variation relative
a un systéme quelconque d’intervalles!) couvrant lensemble E, 2),

En effet: soient (a,, 4,)...(a,, 5,) les intervalles en question;
soit B la partie de l'ensemble £, situde dans lintervalle (a,. b),
soit e — la mesure de I'ensemble E{"3).

D’apres les §§ VIII et IV on a

27) CSB) —Fla) = ke

par conséquant

(28) DU —fe] =k Y & = ke,
e. q. f. d

XI. La démonstration du théoréme 2 de § III devient presque
immédiate.

Soit f(x) la fonction non déeroissante donnée et P un ensemble
fermé, comprenant E, comme sous-ensemble ou bien identique & E,.

Soit ¢ un nombre positif donné arbitrairement. D’aprés la re-
marque finale de § IT on peut former une suite d'intervalles:
(a1, 81)...(an, b,)... telle que l'on ait |

(29) V@ = X' 1Fb)—ra)] £ VL f@) e

‘1) Les intervalles du systéme sont en nombre fini, ou bien il forment une
infinité denombrable. Nous les supposong n'empiétant pas les uns sur les autres,

*) L’ensemble K, peut &tre aussi bien considéré comme celu; de § VIII (sa-
tisfaisant 4 1'inégalité 14), que comme celuni de § IX.

5) On a évidemment

B, =3E9; o= S
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En combinant eette inégalité avec l'inégalité (28) du § précédent
on trouve pour tout e>0

(30) Vol f ()] 2= ke,
par conséquant
(31) V,[f(@)] = ke,

XII. 8i Yon suppose:
(32) V,[f(x)] =0, (33) k>0

»r

alors (en vertu de l'inégalité (31) de § precédent) on a:

(34) e, = 0,

Il en résulte que les ensembles des points de P, satisfaisant &4 T'une

ou & l'antre de deux inégalités suivantes:

(14) lim sup”. (“’+hh) =7 4
, h—-10 .
(14 bis) lim sup [ ——}]:(a:-—h) >k
h—>F0

sont de mesure nulle.

(En effet: les ensembles en question sont mesurables (cf. par ex.
de la Vallée Poussin, pages 64 et 71). Si I'un d’eux était de
mesure positive, il contiendrait un sous-ensemble fermé de mesure
positive !), ce qui contredit I'égalité (34)) .

Nous allons désigner par Z(k) ces ensembles. Il est évident,
que l'on a:

W=D

(35) 20)=Yz (%)

w=]

Chacun des termes de la somme (35) étant de mesure nulle, l'en-
semble-somme Z(0) l'est aussi; en d’autres termes: ensemble des

') En effet: soit m (m > 0} la mesure d’un ensemble M des points de Fintervalle

{4, B). La mesurs de I’ensemble complémentaire C,s{M) est égale 4 B— A —m;

en d'autres termes: quel que soit e >0, C4p(M) peunt étre couvert par un systéme
d’intervalles de longneur moindre qune B—4-—m-<4-s L'ensemble contign & ce
systéme d'intervalles est un ensemble fermé de mesure plus grande que m —e.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Une remarque sur les fonct. monotones 59

points de P satisfaisant & l'une (au moins) de deux inégalités
suivantes: |

(36) lim sup LE+h) — /() > 0;  lim sup AC m‘;(xm A) >0

A0 h k>0
est de mesure nulle, c¢'est-i-dire; on a presque partout dans P

(37) lim sup f(x—[—k% ~ /(@) = ().

A—+0

f(x) étant une fonction non décroissante, l'égalité (37) équivaut
a l'égalité: |
(88) S (&) = 0.

Le théoréme de § IV est donc démontré. -

XIIL Le théoréme 1 de § V est au fond identique au théoréme 2
de § 1IL. Pour le prouver il suffit de considérer la fonction inverse
par rapport & f(z) (y =¢(»), définie comme fonction implicite par
Véquation 1) z = f(y)). Mais il est plus simple (quoique plus long)
de reprendre les raisonnements de § VIII et X, en énoncant tout
d’abord le lemme suivant:

nla variation Vg [f(z)] d'une fonction non déeroissante f(x)
dans un ensemble fermé (,, dont tous les points x sont des
points de continuité de la fonction f(x) et satisfont
& l'inégalité suivante: |
(39) lim infd (“’""h,)z —/@

i)

est inférieure ou égale au produit k.(B— 4). — (4, B) désigne ici
un intervalle quelconque, comprenant lensemble @, (comme sous-
ensemble)“. .

La démonstration est calquée sur celle de § VIIL Appe-
lons G,(t) Tensemble des élements de @, non postérieurs & &
Posons pour abréger:

(40) V(t) = 0o LF@)

Il est aisé de voir, QUe V(f) est une fonction continue-de ¢ (pour
tous les points de lintervalle (4, B)). (En effet: la fonction V).

1) 8i dans tout un intervalle (@, b) on avait: f{y)==c, on poserait par ex
a+fb
5

@ (o) =
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est constante dans tous les intervalles contigus & G,, donc elle est
continue en déhors de G,. On a toujours (pour k> 0)

(41) 0= ViE+h — V) =/E4-R— 7
(42) O=VE)— V(Et~ k) =/t)—Ft—h)

donc V(t) est continue dans tous les points de continuité de f(2),
par conséquant dans tous les points de G,).
Soit M l'ensemble des solutions de Iinégalité suivante

(43) k(t — 4) = V().

On va voir que I'ensemble M remplit les trois conditions de § VIIL.
En effet: 1° Les deux membres de I'inégalité-égalité (43)
étant des fonctions continues, l'ensemble M est fermé. Done la
condition 1 de § VII est remplie. |
2° Pour ¢= 4 les deux membres do (43) s'annulent. Done: 4 (M.
39 Soit ¢ un élement de M différent du point B. Si ¢ appar-
tient & G,, il existe (en vertu des Inégalités (39) et (41)) une suite
des nombres positifs A, , hy...h,... décroissants et tendant vers zéro,
tels que
(44) V(ii+h) — V(t) < kh,.

Les inégalités (43) et (44) donnent:

(45) Viit+h)<k@t+n, — A).

Si ¢ n'appartient pas & Gy, on forme une suite iy by k... telle que
(46} Fit4-h)— V) =0.

Eu'ecimbinant les inégalités (43) et (46) on retrouve I'inégalité (45),
¢¢ qui prouve que I'ensemble M remplit la condition 3 de § VII.
Done Vensemble M contient tous les points. de Pintervalle

(4, B), c. q. f. 4.

XIV. Pour prouver, que dans I'énoncé du § précédent Vinéga-

lité (39) peut étre remplacéde par la suivante:

(39 bis) lim inf L@ = Sle—h)
Fst0 “h

<k

il suffit de répéter textuellement Jes raisonuements de § IX en
y remplagant le signe > par < et lim sup par lim inf.
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XV. Il est évident, que dans les énoncés de 88 XIII et XIV
on peut remplacer la quantité (B-— 4) par la somme des longueurs
des intervalles, formant un systéme quelconque couvrant (,.

XVI. La démonstration du théortme 1 de § V est immédiate.
Soit ¢ un ensemble fermé (de mesure gq) comprenant (¢, comme
sous ensemble, ou bien identique & . TFormons une suite d'inter-
valles (ay, 4,)...(n,. b,)... telle que

@ 1< 3 (b a) < gte

D’aprés ce qui préedde, on a pour tout & > 0
ol /@) =5 kg -F¢)
par conséquant

(48 vol /()] < kg
e q f d |

XVIL Le théortme 2 de § V est évident. Soit @ un ensemble
fermé dans tous les points duquel on a S'(x) ==0; en vertu de
I'inégalité (48) de § précédent, on a quel petit que soit k>0

(49) vol /(%) = kg
done

(50) 0o [£(&)] = 0
c. q. f. d,

XVIIL Passons au théoréme de § I

Supposons que f,(x), f,(x)... Ju(x)... soient des fonctions non
décroissantes dans wn intervalle (4, B) et que lon ait en dehors
-d’un ensemble E,

On suppose que la mesure de E, est égale & zéro. Par con-
séquant la mesure de I’ensemble-somme

E=F 4 E4...+ E...
est aussi nulle; la mesure de Vensemblo Cu(E) complémentaire
4 I par rapport & (4, B) est donc égale b B — A.

Soit & un nombre positif arbitrairement donné et ¢ un ensemble
fermé de mesure dépassant B — 4 — & qui est sous-ensemble de
Cis(E). En vertu du théordme 2 de § V (§ XVII) on a, quel que
801t % |

(51) Vol fi(z)] = 0.
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On suppose que la série
(52) @ =A0) A+ LG+ @)

est convergente pour 4 < x < B.
En vertu du théoréme 1 de § IIT (§ VI) il résulte de (B1)

quon a

(53) o v f@)]=0.
Il en résulte, (§ IV, § XII) que l'on a presque purtout dans @
(54) | J'(x) = 0.

L'ensemble des points ol l'égalité (H4) n'est pad remplic est évi-
demment mesurable. Sa mesure est, comme nous venons de voir,
inférieure & ¢ quel que soit £ 0. Donc cette mesure est nulle,
C q f d |

XIX. Dans l'intervalle (0, 1) on a

0 << Enx<<n

done la série (1) est convergente pour 0 <z < 1. On a presque
partout 4 '
(63) (Enz) =0

parce que le seuls points ol l'égalité (B5) n'est pas remplie sout
des points d’abscisse rationnelle (L dénominateur égal & n),

Done en vertu du théoréme de § I (§ XVIII) la somme de la
série (1) est une fonction & dérivée nulle presque partout.

XX. Soient F,, E,...E,... des ensembles parfaits de mesure’

nulle, tels que l'ensemble-somme

B+ E+...+E 4.

soit partout dense dans lintervalle (0, 1).

(Pour fixer les idées nous pouvons supposer par ex. que L, est
Pensemble des nombres réels = tels que dans le développement de
10" en fraction décimale tous les chiffres occupant aprés la virgule
la place d’ordre pair sont des zéros). A I'ensemble E. on peut faire
correspondre une fonction continue non décroissante @, (x) con-
stante 1) dans tous les intervalles contigus & B, (Cf. de la Vallée

1) On suppose que la valeur de .gaﬂ(m) varie quand on passe d'un intervalle
contign & E. & un autre. '
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Poussin, loc. cit. page 56, § 67). En multipliant Pa(®) par un
facteur convenable on peut fixer sa valeur de telle sorte qu’on
ait pour 0 <2 <1

1

(56) | pule) | < i

Nous affirmons que la fonetion

(57 P(@) = @1(x) - o () +... 4 o, (@) . ..
est une fonction continue, croissante (au sens strict) & dérivée nulle
presque partout.

En effet: on a on déhors de /4, ¢'est-b-dire presque partout;

i () == 0;

en vertu de linégalité (66) la série (B7) est convergente, done le
théoréme de § I (§ XVIIL) s'applique et on a presque partout

¢ (@) = 0.

La convergence de lu série (57) est uniforme, — donc ¢(x) est
une fonetion partout continue,

L'ensemble-somme £y - B ... - &, ... Stant partout dense,
il est possible de faire correspondre i chaque intervalle (@, 6) un
ensemble I, contenant des points de cet intervalle. Par suite ) on a
Pu(0) > 9. (a) (I'égalité exclue); puisque pour tout ¢ on & (D) = p,(a),
il en résulte, que @(b) > @(a), ¢'est-h-dire ¢p(x) est une fonction
croissante (au sens striet) e, ¢. f. d.

1) Voir la note 1) de la page 62,






