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Quelques propriétés topologiques de la demi-droite.
Par |

Casimir Kuratowski (Varsovie).

Le role de la demi-droite dans la théorie des continus non-
bornés est analogue & celui du segment de droite par rapports aux
continus bornés, |

On appelle arc simple tout ensemble homéomorphe & un seg-
ment. La définition suivante s'impose de fagon naturelle.

Définition. J'appelle rayon tout ensemble fermé homéomorphe
& une demi-droite (c’est & dire, & I'ensemble des nombres z > 0);
Vimage du sommet de la demi-droite est le sommet du rayon.

La notion d'arc simple est surtout importante davs la théorie
des lignes de Jordan bornées. L’'étude de ces lignes a été entre-
prise par M. Mazurkiewicz?). Voici les définitions fondamen-
tales dont il s'est servi:

Un point p d'un continu C est son point de premier genre?),
lorsque pour tout 6 >0 il existe un tel >0 que tout point de C
a distance <(e de p peut étre joint & p par un sous-continu de C
de diamétre <Td.

Un continu (borné ou non) composé uniquement de points du
premier genre est une ligne de Jorden généralisée.

Comme ’a démontré M. Mazurkiewicz3), ces lignes jouissent
de la propriété importante que voicl

tous deux points a,b dune ligne de Jordan généra-
lisée peuvent 8tre joints par un arc simple ab situé
sur elle.

1) Sur les lignes de Jordan, Fund. Math, I, 1920, p. 166—209.
3) Thid, p. 170,
3) Ibid, p. 201,
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Dans la premiére partie de cette Note je démontre un théoréme
analogue sur l'existence des rayons dans les lignes de Jordan non-
bornées. Dans la seconde j'établis deux conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un ensemble donné soit un rayon.

1. Lemme. Si un point p d'un continu C n'est pas de
premier genre, il existe dans ( un continu K qui con-
tientp etnecontientaucun pointde premier genre de C.

Démonstration. Etant donné un point p du continu C, qui n’est
pas son point de premier genre, il existe par définition une sphére B

de centre p et une suite de points {a,} assujetties aux conditions:

(1) | lim a, = p,

(2) tous les a, appartiennent & C X R,
(3) sl un sous-continu de C X R coutient p, il ne contient aucun
point de la suite {a,}. |

Pour un » donné désignons par K, le plus grand sous-con-
tinu de C X R qui contient a,. Envisageons I'ensemble d’'accu-
mulation 4 et ensemble limite L de la suite {K,}?).

- - D'aprés (1), p est un point de L, done de 4; p n'est pas le

seul point de 4; en effet, d’aprés un théordme de Janiszewski 2,

“la frontiére de R contient des points de chaque K,, done un point

de A différent de p.

L'ensemble limite de Ia suite {K,} n'étant pas vide, son ensemble
d’accumulation 4 est un continu®) qui admet p comme &lément. Soit
K un sous-continu de 4 contenant p est situé & Vintérieur de R,
Je dis qu'ancun point de K n'est un point de premier genre de C,

Supposons, au contraire, qu'un point & de K soit un point de

premier genre de C. Il existe par définition une telle sphére S
coutenant k que |

(4) tout point de S X C peut btre joint & k par un sous-continu
de B X C. - ‘ \ |

1) Un point a est dit un point de Pensemble d'accumulation de la suite
{K.}, i a est 1a limite d'une suite de points k,, k k

specti . ) Fugyrce Hn 9.0 appartenant
respectivement 4 K, , an: . Kui,.... Ce point est dit un point de I'ensemble

1mite, s'il est la limite d’une suite de points {]C,g} appartenant respectivement i K.

(Janiszewski: Sur les conti rréductiblas .
5 hid. p. 28 ntinus irréductibles entre deuz points p. 15, Paris 1911).

%) Ibid. p. 20, théorame 1.
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Comme % est un point d’accumulation de la suite {K.}, il existe

un point %, qui appartient & K, X S, done & S X C. D'aprés (4), il

existe un sous-continu M de B C qui contient % et k,. Les continus
K,, M et K étant contenus dans B X C, leur somme K, + M+ K
est un sous-continu de B X C qui joint a, & p, — contrairemen?

a (8). C. Q. F. D,

. Ce lemme implique, en particulier, qu'un continu qui n'est pas
une ligne de Jordan généralisée contient plus d'un point qui n’est
pas de premier genre. ('est, d'ailleurs, la seule conséquence que
nous utiliserons dans la suite,

Théoréme, Tout point d'une ligne de Jordan non-bornée est le
sommet d'un rayon contenu dans cette ligne.

Démonstration, Nous allons démontrer ce théoréme par la mé.
thode d'inversion.

Soient p un point d'une ligne de Jordan non-bornée C et a un
point n’appartenant pas & C. 'A tout point x de C faisons corres-
pondre le point ¢(x) assujetti aux conditions:

10 la distance de x & a étant .9, celle de @(r) & a est «:-),

20 le point ¢(x) est situé sur la demi-droite qui passe par z et
dont le sommet est a.

La fonction ¢@(x) transforme évidemment le continu C en un
ensemble homéomorphe ¢ (C); V'ensemble ¢(C) -+ (a) est done un con-
tinu. Comme la propriété d’étre un point de premier genre est un
invariant de l'Analysis Situs1), tout point ¢(s) est de premier
genre; a lest aussi, puisque — d’aprés le lemme précédent — il
ne peut étre I'nnique point exceptionnel. Soit »=g(p).

Or, le continu ¢(C) + (@) étant une ligne de Jordan, soit ar
un arc simple situé sur cette ligne. Posons 4 = ar —(a) et envi-
sageons l'ensemble B = ¢~1(d4). | |

L’ensemble 4 étant évidemment homéomorphe & une demi-droite,
il en est de méme de B. Comme, d'autre part, a est la seule lacune
de 4, on en déduit immédiatement que B est fermé. Conformément
4 la définition, I est done un rayon & sommet p et & (C C.

2. Chacune de deux propriétés suivantes est nécessaire et suf-
fisante pour qu'un ensemble donné E soit un are simple:

1) Maaurkiewicz, L. e p. 170, théoréme L.
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(@) E est une ligne de Jordan contenant deux points
a et b qui ne sont situés sur aucun vrai sous

continu de E1).

Autrement dit: F est une ligne de Jordan irréductible
entre deux points.

(8) E est un continu contenant deux points e et b
ui ne sont situés sur aucun vrai sous-ensemble
connexe de £?)

Autrement dit: E est unensemble fermé et connexe irré-
ductible entre deux points.

Voici deux propriétés analogues du rayon.

() Pour quun ensemble E soit un rayon, il faut et il suffit
qu'il soit une ligne de Jordan non-bornée contenant un point p qui
n'est situé sur aucun vrai sous-continu non-borné de E.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit D l'ensem-
ble des nombres réels >0 et soit R un rayon quelconque & som-
met p. Soit enfin € un sous-continu non-borné de R contenant p.
Le rayon R étant limage biunivoque et bicontinue de la demi-
droite /), désignons par B l'image de C dans D.

Comme C est un continu, B est connexe et fermé dans D. Il
en résulte que — D étant fermé — B est un continu non-borné
contenant le point 0. Persuite B = D, d'ot ¢ = R

- Il n'existe done aucun vrai sous-continu non-borné de R admet-
tant p comme élément. o _

La condition est suffisante. Soit E un continu qui la remplit.
E étant une ligne de Jordan non-bornée, il existe — suivant le
théoréme précédent — un rayon R contenu dans E et contenant p.
R étant non-borné par définition, E= R en vertu de I'hypothése.
E est done un rayon. |

(B,) Pour quun ensemble E soit un rayon, il faut et il syffit
quil soit un comtinu non-borné contenant un point p qui nest situé
Sur aucun vrai sous-ensemble conmmexe nom-borné de I,

‘.1) La propriété (=) se déduit aisément des théordmes publiés dans les M-
moires cités dese MM, Janiszewski et Mazurkiewicu,

%) Knaster ot Kuratowski: Sur les ensembles conne 2 :
réme XXVIL xes p. 224, théo
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Démonstration. 'A l'aide d'un procéd¢ tout i fait analogue A celui
de la démonpstration précédente on prouve que la condition est
nécessaire. Il g'agit de démontrer qu'elle est suffisante.

Supposons que le continu £ vérifie cette condition. Nous allons
démontrer qu’il ne renferme aucun continu de condensation?)

Admettons, au contraire, qu'il existe un continu de condensa-
tion K de E. On peut évidlemment admettre que K est borné et
ne contient pas de point p.

Or, K étant borné, K — K ne Test pas. Comme de plus p
appartient & K— K, cet ensemble n’est pas connexe. Il renferme
donc tout au moins deux composantes?) M et N.

Deux cas sont & distinguer.

1) E—K=M+ N. D'ou
E=KE—K=M+N
et & étant un continu,
M X N==0.

Soit @ un point quelconque de M X N. Les ensembles M et N
étant connexes et a en étant un point limite, la somme

M+ @+ N
est connexe?®) non-bornée et contient p. Done,
M+ (a)+ N=E

et K = (a), ce qui est absurde.

Il reste i envisager la seconde alternative:

2) E— K==M + N. 1l existe parsuite une troisiéme composante,
soit P, de K — K. Soit M la composante de E— K qui admet p
comme ¢lément; p est done élément de E— N et de E— P. D’autre
part, K étant un sous-ensemble connexe de E, et N et P étant des
composantes de £— K, les ensembles £ — N et E— P sont conne-

1) Un sous-continu K de X est dit son continu de condensation lorsque
LT=E— K. (Janiszewski L, c, p. 24).

7) Suivant M. Hausdorff, un sous-ensemble M de A est dit une compo-
sante de A, lorsque M cst connexe et ne pent Gtre augmenté dans A sans
dovenir non-connexe, Cf, Knaster et Kuratowski, 1. c. p. 214,

9 Ibid. p. 209, théoréme IV,
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xes') et parsuite bornés. Llinclwion PC E— N implique que

'E — N étant borné, P l'est & plus forte raison. Mais P et K - P’

étant bornds, leur somme K== P 4 (£ — P) l'est aussi, — contraire-
ment & I'hypothése.

Il est ainsi établi que le continu £ ne renferme aucun continu
de condensation Il en résulte?) que I est une ligne de Jordan, et
comme pour ces lignes la condition de (§;) implique celle de («,),
E est un rayon 4 sommet p.

1) Ibid. p. 214, théoréme X,
') Mazurkiewicz L. ¢. p. 176, théorémo 1V,






