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Sur la décomposition d'un domaine en deux
sous-ensembles punctiformes.

Pay

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

Une décomposition d’'un carré en deux sous-ensembles punctiformes

- sang points communs a été executée par moi et par M Sierpinski

de deux maniéres différentes?). Il n'y était pas question de la classe
des deux sous-ensembles punctiformes, que I'on obtient, en supposant
que ce soient des ensembles de Borel, ce qui n’a pas été étudié non
plus. Dans la note présente je me propose de rechercher une décom-
position d’'un domaine plan fermé en deux ensembles de Borel,
punctiformes, sans point communs, et de la plus petite classe possible.
La solution du probléme peut se mettre sous la forme suivante-

1. Théordme L. Prémisse: A est un domaine plan. Théges:
il nexiste aucume

il existe une
2) A, et A, sont punctiformes; 3%) A, est un F, (donc A, un Gy);
BY) A, est un F, (donc Ay un G,4).

Il suffit évidemment de considérer la décomposition d’un carré
arbitraire.

décomposition A=A, + 4, telle que: 1) 4, X 4,=0;

Premiére partie,

2. Lemme: Prémisses: 4, B, C sont des ensembles bornés et fer-
més; A est punctiforme; A7) B4 C; B X C= 0. Thése: il existe
une décomposition de A en dewx engembles fermés A, et A,, sans
points communs, telle que A, ) B, 4, ) C.

Démonstration, «) La thése est certainement vraie si B et C

) Bull. Acad. Cracovie, 1918,

Fundamenta Mathemalicaw 11, b
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se réduisent & des points. B) Supposons que B seulement se réduit
au seul point b A étant punctiforme, il existe pour tout point
2z C une décomposition 4 = 4, (z) + 4,(z), telle que:

(1 4@ X 4E)=0

@) bC i) 2C Alo)

les ensembles A4, (z) et A4,(x) étant fermés. Posons
(3) Al) =tolr 4,(z)]

et désignons par K (z) l'intérieur du cercle de centre 2 et de rayon 4(z).
D’aprés la définition de K(x), on a:

(4) | [4 X K ()] C 4(2).
D’autre part on a evidement:
(5) ‘ 0(;2‘1{(95)

(. C

donc, d'aprés le théoréme de Heine-Borel, il existe dans C une
suite finie: z,, 2,... 2,, telle que:

(6) CC Y K@)

1=1

Posons maintenant:

(7) | 4, x_”;41 ()7 4 =2”'A2 (z,)

{=]

ces deux ensembles sont fermés et 4, + 4, = 4. D'aprés (1) on

a 4, X 4, =0, d'aprés () — 4, contient 5. Enfin (4) et (6) en-

trainent: -

®  0CYUXE@IC Y 4= 4,

=] (=1

Le lemme est aiusi démontré dans le cas g).

Y) Cas géneral. D'aprés B) il existe pour tout point ¥ (C B une
décomposition 4 = AW (y) + AD(y), telle que:
(9) Ay X AP =0; yCAY(y); € C AD(y)

AD(y) et A®(y) &tant fermds, La démonstration s'achéve par un rai-
sonnement exactement analogue & celui, qui nous a permis d’établir {).
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3. Lemme, Prémisse: A est un ensemble Fy punctiforme. 7hése:A
pour tout (A et tout €0, il existe une décomposition A== A, + A,,
telle que:

(10) Ay X Ay =4, X 4, =0
(11) x (C 4,
(12) (A= e

Démonstration, On a d'aprés la prémisse:

(13) A =jB,.

no=l

les B, étant fermés. On peut en outre sopposer, que les B, sont
bornés et que xz (C B,, enfin que B,(C B, (n=1,2...). Désignons
par S l'ensemble de points y assujéttis & la condition:

£
(14) ol %) = 5.
Pour tout ensemble fermé G et tout A>0, G(1) désignera l'en-
semble de points y assujéttis a l'inégalité:

(1b) oy, ) = 4.

Formons maintenant deux suites d’ensembles: {C,} et {D,}, et
une suite de constantes positives: {f,}, remplissant les conditions
suivantes:

1 C, et D, sont fermés:
I C,+ D,=B,
ITI C., X D=0
v Cn—l C Cn; Dn-—t C Dn n -—3 2
v [ Dae]x[s+ )] =0
k=1 k=1

Nous déterminons ces trois suites de maniére suivante.
a) C, et D, sont deux ensembles fermés, assujéttis aux conditions:

(16) C, + D, = B,
(17) s C Cy (BiXS)CD,
(18) C, X D, =0

5&
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il existe de tels ensembles d'aprés 2, (16), (17), (18) entrainent:
(19) . C, X §=0.

Posons encore f, =4¢(C,, S+ D,), — c'est un nombre positif. On
aura pour y C Cy(8:), # C Dy (8y) + St

(20) o(Cy, S+ D)<9(01) ¥) + o(y; 2) + o(z, S+Dl)§ 26, +
+o(y, 2 <‘§9(01a S+Dy)+e(y, 2),

(21) e, 2) = 30(C, 8+ Dy) >0
done:
(22) Gy (By) X fS+D1 (ﬂl)J =0

on voit ainsl, que les conditions I, II, ITI, V sont remplies pour n==1.

b) Supposons que pour n=1,2...m les C,, D,, 8, sont déter-
minés et les conditions I, II, IIL, IV et V satisfaites. D’aprés 2 il
existe deux ensembles fermés C,.,, D,;, assujéttis aux conditions:

(23) N Om+l + Dm+1 = Dmis
@4 [Bots X J'C8)] C s [Bes X (5+ 3'Dui3) | C D
(25) ) C,,_H X -Dm+1 =0 .

Ces relations entrainent:

(26) [Cm-H + zﬂv Ck(ﬂh)] X [Dm+1 + 8 4-‘2";1)*(13;)] = (.

ke=1 =1

P otons f,y, = 3(’[ w1 2 ¢ (ﬂk D,y + S+ va D,(8,) ls c'est

k=1
‘-1 m-}-1

un nombre positif, On aura pour yCZO B, 2C S+2D,‘(ﬁk)

k=1 kol

(27) Q[C.,..H +20k(ﬂk)j S+ D,y +‘2m'Dk(l@k)] =

k=1 ‘ kel

= e[Con + e ;1/] ol 2) +

kvl

[2, S+ D,y +2D ﬂ: ] =20u + o(y, 2),

Jenal
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(28) el 2= Q[Cm+1 + 23' GBs)y Dis+ S+ ZM'D,.(ﬂ.,)] — Oy =

k=1 k=21

I ﬁ@[omﬂ +2m‘0k(ﬁk)7 S+ D,uyy +jDk(ﬂk)] >0

k=1 k=1
done:
14m m-1 '
(29) [2 Ck(ﬂh)] X [S +20k(«3&)] =0.
k=1 k==l
Comme C, C C,(8,) et 'C., C B, C B, (24) entraine:
(30) Gm C Om-}»l )
et on aura de méme:
(31) D, C Dy

Les relations (23), (25), (29), (30), (31) montrent que les conditions
I—V sont satisfaites encore pour n=m + 1. -
Posons maintenant:

(32) A, —_—.j'o,,; 4, _-:zm‘p,.
nwz]

n=1

On aura d'aprés (13) et II: |
(33) A=4, + 4,
IV et (17) entrainent (11). — D’aprés V:

(34) 4, 8=8x ¥0.C8x F0.(8)=0

na=l

donc on aura en vertu de la définition de S — linégalité (12).
Enfin d'aprés V on aura pour tout entier n:

(33) Cu(Ba) X 4y = Culf) X I'DeC CulB) X Y Dul) =0

k=1
done d'aprés la définition de C,(8.):

(36) 0(Cuy 4;) =Bn,
(37) C, X 44 = 0,

(38) A X Ay = Y0, X 4,)=0.

n=]
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La seconde relation (10) se démontre de méme. Notre lemme est
ainsi établi. D’aprés un théoréme général de M. Sierpinski?!) notre
lemme entraine le

4. Théordme Il. Un ensemble F, punctiforme est homéomorphe
avec un ensemble linéaire.

5. On obtient de méme, comme corollaire immédiat de 3
I'énoncé suivant. Un ensemble F, punctiforme n'est pas connere.

6. Démonstration de la prémiére thése du Théoréme I,
Considérons une décomposition d'un carré () en deux sous-ensembles
punctiformes @,, ¢, sans points commun. On gait que @, et @,
sont connexes®), done, d'aprés & aucun de ces ensembles n'est pas
un F, ¢. q. f. d.

Deuxiéme partie.

7. Pour démontrer la deuxiéme thése du Théoréme I, nous
utiliserons l'ensemble E de M. Sierpinski?) et les ensembles
E(a, B, ) qui s’y rattachent et que j'ai défini dans une Note: ,Sur
les ensembles quasi-connexes“ 4). Nous conserverons les notations de
cette Note.

8. Désignons par Fl(a,f,£) I'ensemble que l'on obient de £( o, B, &)

par la rotation d’angleg autour du centre du carré H, = R(0,1,0,1).

9. Rangeons les nombres rationnels intérienrs & lintervalle

0 <ELL en une suite infinie {0,} et posons:

(39) ' | £, —_—_—_g'."..(.ml..;—;_—_g_'!l"
(40) H, =2‘[E’(0‘,., 4, e,)+Flo, §, &),
i n=]
(4:1) ' H, — H, — H,.
On a d'aprés (39): |
42 RN PEY RS
_( ) O,<8"{<1--a,,

done H, C H, et d'aprés (41):

') Fundamenta math, t. L, p. 89.
*) Sierpidaki, Fundamenta math, ¢, II, p. 94,

%) 8ierpifiski, Fundamenta math, ¢ IL, p. 83
‘) Fundamenta math, t. II, p, 203,
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(43) H,=H, + H,, |
(44) 'H, X H, = 0.

Jo dis que' (43) est la décomposition cherchée du carré H,.

10. L'ensemble £(o,,}, s,) et par suite F(o,, §, &) — est un Gy;
done d’aprés (40) H, est un Gy, Hy — un F.

11. Lemme. Prémisse: C est un continu. leése: C— £ contient
wit continu.

Démonstration. «) C contient deux points d’abscisses différentes.
La projection I'(C) de C sur l'axe d’abscisses est un segment de
droite. Comme celle de E est un ensemble parfait non dense on a:

(45) D(C)— I'(E) 0.

Soit & un point de I'(Cy— I'(E), ¢, = o(&, I'(E)), p, un point
de C, dont la projection est &, K; le cercle de centre p, et de
rayon % ¢,. D’aprés un lemme de Janiszewskil) K, X C contient
un continu C;. D’aprés la signification de ¢, on a:

(46) - dpmE=a
done:

(47 - O XECK XE=0,
(48) C,CC—E

et le lemme est démontré. B) Dans le cas contraire C est un seg-
ment d’'une parallele & I'axe des ordonnées, done C X E se réduit
4 un point?) et le lemme est certainement vérifié.

12. On peut remplacer dans I'énoncé de 11 l'ensemble E par

. E(e, 8, &) resp. F(a,p,¢e), — car ces ensembles s'obtiennent de £

par une transformation biunivoque et bicontinue du plan.
13. Soit € un continn borné. Formons la suite {C.} n=1,2...

3 » .
de maniére sulvante:

(49) ¢,=C
C,, est un continu contenu dans Cy,_, — E(0,, %, &); k=1,2..
Cyuqs €8t un continu contenu dans Cox — F(ow, %, &)1 » .

C, étant fermé et borné on a:

(60) ﬁ C, = C, 0.

n=al

1) Janiszewski: Thése p. 22.
) Mazurkiewicz: C. c. p. 20L.
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D’aprés la définition des Ci:

(51) Co X E(0.; §, &) C Cu X E(0, §, &) =0,
(52)  Cy X Fo, 4 &) C Cup X Flo,, }, 8) =0
done: |

(63) Gy X H, =0,

(54) C—H D C—H =0 — (G X H)=0C 0.

On voit ainsi que H, ne contient aucun continu borné, done H,
est punctiforme.

14 Nous dirons, qu'un continu 0 traverse le rectangle R(a,b,c,d),

1) CC R(a,d,¢,d) 2) C a des points communs avec chacune des
droites: E=a =0

15. En désignant par 4 et 4 deux nombres positifs, nous poserons:
(565) T(aye, by p)=R(a,a+4ec—Ad—p,c—2A) +

+Rla—4Aa+de—Ac+Ad)+ Ra—4A,a, e+ 4, c+24p)
cette figure est un octagone.

16, Nous dirons, que le continn C traverse l’octagone T(a,c, 4, @),
si: 1) C(C T(ay¢c, 4, 1), 2) C a des points communs avec chacune

des deux lignes brisées, dont la premiére se compose de trois
segments: '

(06) f=0, c—d—pu=n=c—1 n=c—4 a—A=E=<a;
f=a—4 c—A=Sn=c+Ai+n

la deuxiéme de trois segments:

67 é=a+dc—d—p=n=c+d; a=Ef=<a+i n=c+ 4,
E=a, c+ A n<c+ 44 u.

17. En utilisant le lemme cité de Janiszewski, dans la forme,

que jai donnée & ce lemme dans une note antérieure on obtient
facilement les résultats suivants:

LSl scCd=d, et si C traverse E(g, b,c, d), alors C tra-
verse R(a, b, ¢ ,d,),

IL S a<a, <h = et si C traverse R(a,b,c, d), alors C con-
tient un sous-continu 01, qui traverse R(a,, by, ¢ d),

IL Sia<hc<d A< > — ,z<-—2--- et si C traverse
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R(a, b, c, d), alors C contient un sous-continu C,, qui traverse
a+b c+d d—c¢

T(T: —5 s 4, ""“Q""""'""?')a
IV. Si C traverse T(a,c, 4, u) et si:

(68) CXRla—2 at+4 c—4 ¢4 4)=0

alors C traverse un des deux rectangles: R(a, a4 4, c—y— u, ¢ — 4)
et Rla—24, a, ¢, c+ 4, ¢+ 41+ u) donc aussi, d’aprés I — un des
deux rectangles: R(a,a+4,c—A4—u,c) et Rla—2,a, ¢, c+ 4+u).
18. Lemme: Prémisses: 1) C traverse H=R(a,b,c,d), 2) C ne
contient pas le -centre de ce rectangle. Thése: il existe un sous-continy
C, de C et un entier #, tels que C) traverse R, (H).
Démonstration: On peut évidemment supposer a << b, ¢ < d. La
distance entre le centre de H et C est positive. Soit 4 un nombre
d—c

2et

positif inférieur & la fois & la moitié de cette distance, &

a b —2'_ 4 aprés III C contient un sous-continu C; qui traverse
T(a;b, 0-42—d, A, i;——l). D’autre part on a:

(59) OxR(“';'b z,ﬁ_}_’_’+z,”;d z"+d+1).__0

donc a fortiori:
(60) €y X R(“ .

on peut donc appliquer IV. Il en résulte, que C; traverse soit

a-b a-4b c+d . a-+b a+b c+d
R( 5 3 + 4, c,,T) soit R( 5 — 4, 5 ~3 ,d).
Dans le premier cas nous poserons n, = 2u,, dans le second
n, == 2n, — 1, n, désignant le premier entier n tel que:

b—a

bu_ a+b+lc+d c+d+l)“0

(61) ——2—2—;_—,—§l.
On a les inégalités:
b b b  b— b
a+ a+ + rig <a+ + 2".—al<a+ Tl
(62) 2 2 2 2 2
a-4b a+b bh—a _a+b b—a _a+0b

Ay T Em < Ty w3
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Comme dans le premier cas

6 b—a a+b b-—-a c4d
RM(H)mR(a;- + Qg 9 %—'22"5;—1? Cy "gm)

9 - 22::9 -7 2 - 2!110; F} 2

on voit, que en vertu de (62) et de 17, II C, contient wun sous-
continu C,, qui traverse R, (H) et le lemme est démontré.

19. Lemme. Prémisse: C traverse le rectangle Hy = R(0,1,0, 1)
These: C X E 0.

Démonstration 1), Si:

b"‘" d b b""""' +
R,,E(H):.::R(a_}-b @ a-+0b a c~+—al7 d),

(63) OX Q=0
on aura 3 fortiori ¢ X E==0, car @ (" E. Supposons maintenant:
(63) CX Q=0

Alors, en vertu de 18, on peut déterminer une suite d’entiers:

{m,} et une suite de continus: {C,}, k=1,2... de manidre que
) ‘L

C, travgrse By, 86 que Ton ait:

(6'5) Cl C 0; Ox-|l C GI:'
Comme on a:
(66) CI.‘ C Rm;, Mgiss ;m,‘
il en résulte:
(67) EDPD JfR..,D JJC.
) kme] k-al
(68) oD ffe.
kel
done, comme ” Ci=E 0, les C, étant férmés, on aura:
ke
(69) | CX E=0 e. q. £ d.
20. Il s'ensuit immédiatement que l'on aura:
aw C X B(oy, 4 ) 40

pour tout continu C, qui traverse R(o, — &, o)+ &, 0, 1),

) J'emploie les symboles P, @ dans le méme sens que M, Bierpirfiski dnns
le mémoire cité: Fundamenta math, p, 883, |
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21. Soit maintenant C un continu quelconque contenu dans le
carré H,. Supposons que C contient deux points d’abscisse différente.
En désignant par a, le mininum, par b, le maximum des abscisses
de € on aura 0 < a, < b, =1 et C traverse evidémment R(a,,b,,0, 1).

Iensemble des g, est dense dans l'intervalle 0 << &< 1, et lim g, =0,
k=0

donc on peut trouver un entier k , tel que:

(71) al é akj - Elq < Ukl + eh é bl

D'aprés 17, II C contient un sous-continu C, qui traverse
R(0y, — Exy 0, + &, 0, 1), donc en vertu de 20 on aura:

(72) C X E(U’rn %7 Eh) D6 X E(Ukn 4, &) :I-_' 0,
(73) C XZE(G,‘, 1, &) = 0.

L]

Si € ne contient pas des points d’abscisses différentes, alors il con-
tient surement deux points d’ordonnées différentes et on aura:

(14) c XZF(GM 3, &) == 0.
kowel

Done dans tous les cas:

(75) C X H, 0.

On voit ninsi que H, ne contient aucun continu, c. & d. que H, est

" punctiforme. (43) est donc la'décomposition cherchée et la deuxxéme

thése du Théoréme I est établie.






