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Sur les fonctions dérivées des fonctions mesurables.

Par

Stefan Banach (Liéopol).

Le but de cette Note est de démontrer que les fonctions déri-
vées de Dini d'une fonction f(x) mesurable (L) sont mesurables (L).
Notre démonstration permettra en méme temps de prouver que les
fonctions dérivées dune fonction f(x) bornée de classe a de Baire
sont toujours de elasses <Ca+4-21) R |

Lemme. Prémisses: f(z) est une fonetion quelconque d'une
variable réelle (mesurable ou non), d — un nombre posmf F(z) —
la borne supérieure de tous les nombres

S@+h) pour O0<Ch<d

Theése: F(z) est une fonction n'admettant que des discontinuités
ordinaires (donc F(z) est de classe <C1 de M. Baire).
Démonstration. Désignons par B(a,f) la borne supérieure
des nombres f(z) pour a<Cax<CfB. Soit z, un nombre réel douné,
z — un nombre réel, tel que
L'intervalle (z, z + 6) est donec une somme d'intervalles (z, z, + 4)
et (¥, + 6, = + 0): par conséquent
(1) F(o) = B(s, o+0) = Max (B(z, 2+ 4), Blzo+, 2-+4)),

Max [a, b] dé51gna.nt le plus grand de deux nombres a, b (ou leur

‘valeur commune)

1) Co théordme a €ié signalé (pour les fonctions f(z) ‘bornées on non, de

-classe @) par M, Bierpifiski: v, ce volume, p. 137
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Or, quand z décroit. B(x, z,+ 6) ne peut évidemment dimi-
nuer et B(x, + 0. 1 4 J) ne peut augmenter: done B(x,x + 0) et
B(ay+6, 2+ 4) ont des limites quand x tend en décroissant vers z,
done, d'aprés (1), aussi F(z). Donc la limite Ffz, 4 0) est déter-
minée. De méme on démontre que la limite F(z, —0) est déter-
minée. Notre lemme est ainsi démontré.

Corollaire I. Soit F(z,a,b) (6>a>0) la borne supérieure
de tous les nombres

JSlx+h) pour aTh<Th

These: F(z.a,b) est une fonction de x de classe <<1.

Dém. Nous avons évidemment F(x.q, ) = B(z +a. 2z 4 b). Or
nous avons démontré (lemme I) que la fonetion ¢ (x) = B(x, x4 6—a)
est de classe <C1: donc aussi la fonetion F(z, a,b) = p(z + a) est
de classe <1, c. q. f d.

Corollaire IL Soit f(x) une fonction de classe >0 de
M. Baire, 6 >a >0, p(z,a,b) la borne superieure des nombres

flx+h) —f(x) pour a<Th<b

Theése: @(x,a b) est une fonction de classe < e

Pour démontrer notre corollaire il suffit de remarquer que
@(x, a,b) = F(z. a, b) — f(x) et de faire appel au corollaire I et
4 la proposition qu’une différence de deux fonctions de classes e
est une fonction de classe <C a.

Pareillement on établit le .

Corollaire IIL. Soit f(x) wune fonction mesurable (L):
@(z, a, b) ayant méme signification qu'au corollaire II, p(z, a, b) est
une fonection mesurable (L. :

Soit maintenant f(x) une fonction hornée, a et b >n deux
nombres positifs. Désignons par @(2, 4. b) la horne supérieure des
nombres

J@th) — /()
| h
et par @(z.a,d) — la borne supérieure des nombres

Sflz4h)— fla) pour a<CTh<CH

Soit 7 un nombre naturel donné et posons

pour ¢ Ch<Cb

@ akr_a,+—§(b—'a) pour k=0,1,2,...

Fundamenta Mathematicae M. 9
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@ (z, @, b) sera évidemment le plus grand des’ nombres
(3) | | D(z, oy, @) (k=1,2,...,m).
Nous avons, pour 8> a > 0:

S+ b —f(2) < 9, e, B), l
1<l 1
E\Egga ‘

done, pour ¢(, e, ) >0

Teth T PEGD pow ah<p

et, pour @(=, a, f) <0

floth 1) o el) o achs

pour e<SACB

Par conséquent:

B0, ) <2EEE) pour g, e, f)> 0
4) et

Bz, o, )< “”ﬁ’ﬁ) pour (g, a, §)<<0.

fat+h) — @) <hD(z,0p) pour a<h<f,
parsuite

Or

¢ (=, a, ﬂ)gﬁdj(“’: a,f) pour O(z,a f)>=0

(0, <ab(z af) pour B ap)<

Les formules (4) et (6) démontrent que @(z, o, ) et (p(m @, 3) ont
toujours le méme signe et que

2D < 06,0, < P pour i, 0,80

(5) et

et ' .
(@ o f) 0 f)
——Lc—"——@- < O q, 8) << ?&;—6) pour @(x, a,f)<<0

La fonetion f(2) étant bornée et M désignant un nombre tel que
SE) | <M (pour tout ¢ véel), nous avons |f(z+ h) —flz) | << 2M,

done

dj(:c,a,ﬂ) 97(95)“.3) I m’aﬂ)lﬂaﬂ < Mﬁ"""éa
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par conséquent, d’aprés (2):

(6) @(x, Ox—1 ak) —— q)(x‘ Gy a") <2Mb —a
O~y na?

pour k=1,2,.. ,n.

Soit G(z, a,b,n) le plus grand des nombres

(7) - P a @)

- (k=1,2,...,n)

Draprés (6) (@(x,a,b) étant le plus grand des nombres (3)) nous
aurons évidemment

D(x, a, b) — G(z, a, b, n)]ggﬂ%@.
Par conséquent
(8) D(z, a, b) = lim G (, a, b, n),

=00

la suite & droite étant de plus convergente uniformément. Or nous
avons évidemment
(9) Ji(%) = lim lim @ (x, %, 7{)

lmpDg k=00
Soit 7(x) une fonetion bornée de classe a > 0: d'aprés le corollaire II
les fonctions (7) seront de classes <Ca, donc aussi G(z, a, b, n). La
suite (8) étant uniformément convergente, nous en concluons que
D(x,a,b) est une fonction de classe <Ca, done, d'aprés (9), 73 (z)
est de classe <{a+ 2.

Si f(x) (supposée bornée) était mesurable (L), il en serait de
méme, d’aprés le corollaire III, avec les fonctions (7), et les for-
mules (8) et (9) prouveraient que f(x) est mesurable (L).

Soit maintenant f(z) une fonction non bornée mesurable (L),
J»(x) — la fonction égale & f(x) si —p<Tf(z)<p, & p 8l f@)>p
et & —p si f(w) << —p; f(x) sera évidemment bornée et mesu-
rable (L) et il est aisé de voir que

}-Ti-(x) = P_’: pr-i-(m)a

d'olr il résulte que f(x) est mesurable (L), c. q. f d.

Pour les fonctions non mesurables (L) les dérivées de Dini
peuvent étre aussi bien mesurables (L, méme B) que non mesu-
rables, comme on le voit sans difficults.

g%
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Nous terminerons par deux théorémes suivants:

Théordme I: Siladérivée £, (z) dune fonction f(x) est
finie sauf dans un ensemble au plus dénombrable de
points, f(z) estune fonction mesurable (B) (de classe <2).

Dém. Soit D l'ensemble (au plus dénombrable) ou la derivée

+(2) est infinie. Considérons l'ensemble £ =E(f(x) 2= 4), 4 étant un
nombre réel donné quelconque, Soit z une limite d'une suite décrois-

‘sante x, de nombres de E et supposons que x n’appartient pas a K.

Nous aurons done f(z,)>>4 pour n=1,2,3,.... et (#)- 4, dol
il résulte tout de suite que

n==00 ‘xn

done que f\,(x) = 4 oo, c’est-a dire que x appartient a D.

Les points z n'appartenant pas & E qui sont points d’accumu-
lation de E de coté droit (c'est-d dire qui sont limites de suites
décroissantes de points de E) forment donc un ensemble au plus
dénombrable D, (contenu dans D). Or les points qui sont points
d’accumulation de E de gauche, sans l'étre de droite, forment,
comme on sait, un cnsemble au plus dénombrable D,. IL’ensemble
E + D, + D, sera évidemment fermé. Il en résulte (D, + D, étant

~au plus dénombrable) que E est un G;. Les ensembles E( /()= 4)

sont donc des Gy, d’oit il résulte, comme on sait, que f(x) est une
fonetion de classe (2. c. q. f. 4.

Théoréme I1: Si la dérivée fi () est presque partoat
finie. f(z) est une fonction mesurable (L), |

La démonstration est tout a fait analogue & la précédente: on
prouve que I'ensemble E(f(x)>> 4)+ un ensemble de mesure nulle
est fermé, d'oh il résulte que f(x) est mesurable (L).

Comme conséquences immédiates nous obtenons les propositions:

Une fonetion non mesurable (B) a une dérivée de Dini infinie
dans un ensemble non dénombrable de points, |

Une fonetion non mesurable (L) a une dérivée de Dini infinie
dans un ensemble de mesure positive ou dans un ensemble non me- |

surable (L),






