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Démonstration de quelques théorémes
fondamentaux sur les fonctions mesurables.

Par

%W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de donner des démonstrations simples
ot naturelles des théordmes connus de Borel, Fréchet, Vitali
et Lusin sur les fonctions mesurables et d'établir dans le méme
ordre d'idées un résultat nouvean, notamment que powr foute fone-
tion mesurable presque partout finie f(x) il existe dewr fonctions semi-
continues supérieurement et presque partout finies, dont la différence
est presque partout dgale o f(z). -

Pour simplifier nos raisonnements, nous ne considérerons que les
fonctions définies pour 0<Cxr<C1: lextension des théorimes sur les
fonctions définies pour tous les x réels!) et sur les fonetions & plu-
sieurs variables ne présente pas de difficulté. |

1. Lemme. Toute fonction d'une variable réelle [(x), mesurable
et presque partout finie dans I'intervalle (0, 1), est bornée quand on
néglige un ensemble de mesure & & étant un nombre positif a,ussx
petit que l'on veut. |

Démonstration. Soit f(z) une fonction mesurable et presque
partout finie dans (0, 1); BOlt V Tensemble ol‘x J@) n est pas ﬁme
Posons I = E[0<w< 1] e

.E.mmtnwlgv(wnm], (n=1,23..)
NOUS aurons évidemment:

Im V+ E'1+E’+a..,

'} Bauf le théoreme de Borel qui ne submaste pas dans les intervalles non

‘bornés,
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done, les e?semb]es ki, étant mesurables (puisque 7(z) est mesurable)
et sans powmts communs deux & deux, on a d’aprés m (V) —0:

1 1= m(&) +m(L;) + ...
La série (1) étant convergente, il existe un indice n tel que

(2) m(E, 1) + m(E,,)+ ... <e

Or, nous avons évidemment

@=V+E + Ly +... =E[| /(@) | > n),

| doﬁc, d’aprés‘(2)(et m(V)=0:

m(Q) <¢

et

1 — Q@ =E[|f(z)| <]

Nous avons done f(z) <n sauf dans Pensemble Q de mesure <&,
c. q £ d. o | '

2. Soit maintenant & ==27 un nombre positif donné, f(x) —
une fonction mesurable, définie dans I = (0, 1) et presque partout
finje. D'aprés notre lemme, il existe un nombre 4 tel que
— A< f(x) < A dans (0, 1) sauf dans un ensemble ¢ de mesure <[4,
et nous pouvons évidemment poser 4 ==p7u, p etant un nombre
naturel. Posons ‘ )

P,=E[(k—1)7 <f(w') Lkg, (- P<"<.P)5

nous aurons évidemment

e I=Q+P_,+P,+...+F

[’ensemble P, étant mesurable, il existe, comme on sait, un en-

sernble fermé F, C P, tel que

f

P,=F.+R, et m(R) <—2%-.

Posons - | B
_ me'l__"+F,_,+...+F,‘ |
— oo sera Gvidemment un ensemble fermé et nous aurons,

(8) et (4):

d’apres

[ P Qo Rt Bkt B
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~ done, d’aprés (4) et m(Q) < 9:

md—F) < n+2p %m 2m == g,

'Les ensembles fermés F,_,, F,_,,.... F, étant sans points com-
muns deux & deux, nous pouvons définir la fonetion @(x) de fagon
qu'elle soit égale & (k— 1)y sur F, (k=1—p, 2 —p,..., p) et liné-
aire dans les intervalles contigus & lensemble fermé JF: ce sera
évidemment une fonction continue dans Pintervalle I et nous au-
rons pour tout x appartenant & F":

() 0SS/ (@) —glx) < my

puisque dans F, nous avons @ (2)==(k—1)7 et (k—1)n=<f(z) < k.
Nous avons donc dans I I'inégalité (5), sauf peut-étre dans I'en-
semble I — F de mesure <{e.
D’aprés le théoréme connu 'de Weierstrass, il existe pour
la fonction continue @(x) un polynome P(z) tel que

- le@ —P@)| <y pour 0oL
Moyennant (5) nous obtenons Yindgalité

[f(z) — Plx)| < 2n=¢

pour tous les z appartenant & F, Nous avons donc démontré ce

- Théoréme de M. Borel!): Toute fonction mesurable et presque
partout finie dans (0,1) est égale o un polynome & & prés, quand
on néglige certain ensemble de mesure <&, & étant aussi petit que
Uon veut?).

3. Soit f(x) une fonction mesurable, presque partout finie dans
(0, 1). D'aprés le théoréme démontré, il existe pour tout n naturel

1) Cf. E, Borel: C’ R.v t. 164, p. 415; note du 12 février 1912 (L'énoncé

 primitif de M. Borel était pour les fonctions définissables analytiquement),

) Remsarquons qu'on pourrait sans peine ddfinir une loi d'aprds laguolle
a toute fonction mesurable fix) et tout nombre powitif e corrsgpondrait un poly-
nome P(x) égal & f(x) & € prés pour 021 sonf pour les valours de z
formant un ensemble de mosure < 2 Soit, en effet, § une suite infinie formde
de tous les polynomes i coefficients rationnels (nous savons, comme on sait, dé-
finir effectivement une telle suite): il suffira faire correspondro i la fomction J(z)

et au nombre & le premior polynome de la suite § qui differe de J{e) b molne
que de & quand on néglige certain ensemble de mesure < 8
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un ensemble fermé H, (" I tel que

(6) | mI—H)< o

et un polynome P, (x) tel que

(7) /@) — P@|<i sur H,.

Posons |

(8) S=H1H,H,,..+H,H3H4...+H,HA...+...;

nous aurons, pour tout # naturel

I—‘"“ SC.I"'—' H"H-"_'_l Hn+2"' C(I‘"_H“) +(T_Hn+1)+"’?

done, d'aprés (6):

1 1 1
m(I—S)’\"g;'*' g T =gy

pour =1, 2, 3,..., ce qui donne

m(L— 8§) =0,
Or on voit sans peine que
(9) lim P,(z) = f(z) sur S.

w00

‘En effet, soit x un nombre de S: d'aprés (8) il existe donc un

indice ¢ == g¢(x) tel que = appartient & l'ensemble H H, , H,,...
nous avons done, d'aprés (7): |

(10) J(z)— P,(x) <—;—n~ pour B> g (),

ce qui donne lim P,(z) = f(z). Nous obtenons ainsi le
Théoréme de M. Fréchet): Toute fonction mesurable définie

et presque partout finie dans (0, 1) est limile d'une suite infinte de

polynomes, sauf pewt-éire dans wun ensemble de mesure nulle?®).

{) M. Préchet: C. R note du 20 mars 1905; Remdiconti Palermo 22 (1906
p. 17 (Le théoréme est énoncé pour les fonctions rentrant dans la classification
de M, Baire).

% On pourrait définir une loi d'aprés laguelle 4 toute fonetion mesurable jix)
correspondrait une suite bien déterminée de polynomes P.(z) (n=1,2, 3,...) con-
vergente presque partout vers f{z); cf. la note ), p. 316.
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4. Posons maintenant p, (z) = P, (), p,(2) = P, (&) —- anl (»)
pour » > 1. Nous aurons
@)+ @)+ ...+ p, (@) = P,(x) pour n=12,,..;
la série de polynomes
(11) p1 (%) + ps (@) + py (@) + ...

a donc sur S, d'aprés (9), la fonetion f(z) pour somme.
Soit # un nombre de S: nous avons, d'aprés (10):

Prps (®) | = | Py (@) — (@) + /(=) 1 P, (x)ll =
’ A : 1
< ’P w1 (%) — (@) | + |/ (@) - Po(m)] < s w} 3 < =

pour n == ¢(#); il en résulte tout de suite que la série (11) con-
verge absolument sur S. Nous obtenons ainsi ce

Théoréme *): 3i f(x) est une fonction mesurable, définie et pres-
que partout jinie dans (0, 1), il exviste une série de polynomes Zp,(x)
absolument convergente wvers la fonction f(x) pour tous les points de
Vintervalle (0, 1) sauf peut-étre un ensemble de mesure nulle,

5. Posons maintenant

(12) { 9. (z) = 0, () =—p,(®) si p,(&)>=0,

Pu(@) = pu(x), Wo(x) =0 si - pa(2) <0,
(13) V)= J'o.(), P(o)= Y v(@).
' T A

Les fonetions @,(z) et y,(z) étant <0, quel que soit l'indice n, les
séries (13) ont pour tout 2 de (0, 1) les sommes détermindes: finies
ol ==—o0. Comme limites de fonctions continues non croissantes,
les fonctions & (z) et ¥(x) sont semi-continues supérieurement.

Or, la série (11) étant absolument convergente sur S, on prouve
sans peine que les séries (18) convergent sur §?): les fonctions
P(2) et T(x) sont donc finies sur S. Or, nous avons évidemment,
d'aprés (13) et (12), la série (11) ayant sur S f(z) pour somme,

f(@) = B(@) — F(x) sur 8.

1) N. Luein: C, R, t. 164 (1912) p. 1680; aussi Thise (Intdgrale et sdrie
trigonoméirique, en russe) Moscou 1915, p, 26.

") Voir Fund. Math, t, 11, p. 16,
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Nous obtenons ainsi ce |

Théordme 1): Si f(x) est une fonction mesurable, définie et pres-
que partout finie dans (0, 1), il existe deux fonctions semi-continues
supérieurement ®(x) et U(x), définies ef presque partout finies dans
(0, 1), telles guw'on a presque pertout f(z) = B(x) — T(x)?).

On en déduit tout de suite la proposition suivante:

Toute fonction mesurable est une différence de deux fonctions
(finies) dont chacune est semi-continue supérieurement, quand on néglige
certain ensemble de mesure nulle.

6. Reprenons maintenant le théoréme de M. Fréchet. En con-
gervant les notations du § 3, définissons la fonetion f,(z) comme
égale A P,(x) sur lensemble fermé H, H,,,... et comme égale
4 zéro sur le complémentaire de cet ensemble. On voit sans peine
que f,(x) sont des fonctions de classe <{1 et que nous aurons

lim £,(2) = /(&) sur §

(puisque pour tout z de S on a f,(x) = P(x) pour n>>p(x)). On
obtient ainsi le . |
Théoréme de Vitali®): Toute fonction mesurable, definie et

" presque partout finie dams (0,1) est presque partout égale o une

Sfonction de classe < 2.

7. Soit maintenant & un nombre positif donné. II existe, comme

pous savons (voir notre démonstration du théoréme de M. Borel),

pour tout » naturel un ensemble fermé F, (I, tel que

‘ £

1) Ce théoréme est nouvean. _

1) Les fonction @D(x) et Flx) (toutes les deux de classe < 1) pouvant ad-
mettre des valeurs infinies (méme si f{x) est bornéel. on ne pout pas affirmer que
Jeur différence st tonjours une fonction de classe <1 daus (0, 1). Cf. C. Burstin:
Monatshefte far Math, . Phys. 27 (1916) p. 163, note ¥); C. Carathéodory:
Vorl, 4b. reelle Funktionen, Leipsig und Berlin 1918, p. 407 (§ 870).

Romarquons qu'on pourrait faire correspondre & toute fonction mem'lrable Jx)
deux fonctions @(v) et ¥(x) bien déterminées satisfaisant ¢ 'énoncé de notre

théoréme. , |
3 G. Vitali: Rend. Lomb. 38 (190b) p. 599.
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et une fonction continue ¢, (z) telle que

(18) - 0 < flz) — pal(@) < —;-; sur F,,

Posons:

R_m(I“"’FJ +~(I’“F2)+ e

(16) mR) < 5+ g5 ... =

Or, d'aprés (15), nous avons & plus forte raison:

0<C f(x) — p.(2) <§s—;~ sur P=I—R

(puisque [— B (C F,): la suite de fonctions continues g,(x) con-
verge donc unitormément vers f(z) sur P. Donc f(z) est une
fouetion continue sur P et m(l— P)=m(R) << e (d'aprés (16)).
Nous avons ainsi le - |

Théoréme de M. Lusint): Toute fonction mesurable définie et
presque partout finie dans (0,1) est continue, quand on néglige un
ensemble de mesure < &, € étant aussi petit que U'on veut.

Remarquons qu'en s'appuyant sur le théoréme de M. Lebesgue sur Ja
densité des ensembles on peut déduire sans peine du théoréme de M, Lusin le
théoréme de M. Denjoy d’aprés lequel toute fonction mesurable est presque
partout approximativement coniinue. En effet, soit f(x) une fonction mesurable
(dans I). D'aprés le théoréme de M, Lusin, J(x) est continue sur un ensemble
(mesurable) P tel que m(I— P) <e. Or, d'aprés le théoréme de M, Lebes gue,
presque tous les points de P sont points de densité de P: soit E leur ensemble.
La fonction f(x) est donmc approximativement continue (relativement & 1) pour
tous les points = de E?). Les points de I ou f (x) n'est pas approximativement
continue appartiennent donc & I'ensemble J — E = (I — P) 4 (P — E) do mesure
< ¢ (puisque m(P— E)==0). Or, ¢ étant aussi petit que l'on veut, il en résulte
que f(x) est presque partout approximativement continue dans 1,

- ') N. Lusin: C. B. 154 (1912) p. 1688; Recueil de la Soc. math. do Moscon
(Matiematitschesky Sbornik) 28 (1911) p. 266 ss. (en russe), anssi Thése. p. 21,
Une démonstration élémentaire du théoréme de M. Lusin & &té donné par moj
en 1916 dans Z6hoku Math. Jowrn. Vol. 10, p. 81. ‘

- ") Une fonction f(x) est dite approximativement continue au point &, (rela
tivement &4 I) lorsqu'il existe un ensemble E(x,} pour lequel z, est un point do
densité et tel que f(x) est continue au point &, sur E(x,).
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8. Nous finirons par énoncer la proposition suivante, qui peut

étre regardée comme une extension dy théoréme de M. Borel
aux fonetions quelconques et dont la démonstration pourrait étre
achevée en modifiant convenablement celle que nous avons donnée
pour le théoréme de M. Borel:

Toute fonction d'une varigble réelle (mesurable ou non) dans (0,1)
est égale & un polyndme a ¢ preos, quand on néglige certain emen:ble
de mesure intérieure < e, € étant qussi petit que Pon veut.

Reconnaissance du droit de Pauteur:

Par

Alexandre Rajchman (Varsovie). -

M. L. Tonelli (suquel je m'empresse d'exprimer mes remer-
ciements) vient d'informer la Rédaction de ce journal que le théo-
réme sur la dérivabilité terme 3 terme des séries de fonetions
monotones que je publie dans ce volume (et. dont le cas particulies
avait été publi¢ dans le volume précédent de ce journal, p. 50,
sous le titre ,Une remarque sur les fonctions monotcmes“) nest
pas nouveau. Il appartient 4 M. G. Fubini‘(Rentl R. Acade-
mia dei Lincei, 1915 (1°® Sem) pp. 204—206). M. L. Tonelli
(ibid. 1916 (1* Sem) pp. 22—30 et 85—91) a publié des générali-
sations intéressanties de ce résultat, :

Je regrette que l'absence des journaux étrangers du temps de
la guerre ne m’a pas permis de suivre les travanux de MM Fu-
bini et Tonelli sur ce sujet.

Fundamenta Mathematicae 111, 28





