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Sur l'inversion des fonctions représentables
analytiquement.

Par

w. Si‘erpiﬁ‘s.ki (Varsovie).

D'aprés un théoréme de M=Lebes gue. démontré par MM. Lu-
sin et Souslin, si y=/f(z) est une fonction représentable analyti-
quement qui prend, pour x réels, toutes les valeurs réelles 1, chacune
une fois, et détermine parsuite une fonction inverse 2 ==@(y) —

“eette fonction inverse est aussi représentable analytiquement 1.

Or la question se pose: f(z) étant une fonction dune classe don-

" née @, quelle est la classe de la Jonction inverse @ (y)? Ea particulier,

quelle est la classe d'une fonction inverse pour une fonetion de
classe 17 2).

Nous prouverons qu'on ne peut rien dire en général sur la
classe des fonctions inverses, notamment -nous démontrerons que
@ étant un nombre ordinal donné quelconque < £, il

existe toujours une fonection ¢(y) de classe >a, in-
verse dune fonetion f(x) de classe 1.

Notre démonstration sera fondée sur une propriété remarquable
des ensembles mesurables B (§ 1)

-

) 'V.p. e. H. Lebesgue: Remarques sar les théories de la mesure ot de
Pintégration, Ann. de PEe. Norm. t. 35 (1918), p. 241 et 242. Co théordme résulte
dailleurs tout de suite du théoreme ILI suivant de ma Note ,Sur les images des
fonctions représentables analytiquement” (Fund. Math. t. 11, p.78): Pour quune
fonetion soit représentable analytiquement, il faut ot il suffit
que son image soit mesurable B,

En effet, il suffit de §'appuyer sur la remar
et de sa fonction inverse sont superposables :
I'antre Iest aussi,

) M. Mazurkiewicz a démontrd en
fonction de

que que les images d'une fonction
done, si 'une d'elles est mosurable B,

1913 qu'une fonetion inverse d'une
classe 1 n'est pas nécessairement de classe 1 (Wektor, t, 111)

Al
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1. Soit E un ensemble linéaire donné, mesurable B. D'aprés un
théoréme de M. Lusin, K peut étre regardé comme noyau d'un
systéme d'unicité!). Cela veut dire qu'on pent faire correspondre
a tout systdme fini d'indices (naturels) #,,ng,..., n, un intervalle
(fermé) 0, ... , de sorte que

1) pour tout point 2 de E existe une suite infinie unique d'in-
dices ny, ng, Ny,..., telle que 2 appartienne & chacun des intervalles

(1) . ‘_iu’ d”u na dﬂgy nz; ngdt "t

2) Ny, Ny, Ng,... étant une suite infinie donnée gquelconque de
nombres naturels, il existe au plus un point commun & chacun des
intervalles (1), et ce point (sil existe) appartient & I'ensemble E.

On peut encore supposer que les longueurs des intervalles (1)
convergent vers 0 pour toute suite (1).

Soit done S ={d,, ., ., .5 00 systéme d'unicité déterminant
I’ensemble E. Désignons par M l'ensemble de tous les mombres
irrationpels £ de lintervalle (0,1) donnant un développement en
fraction continue (infinie) |

1]
|”1

1]
| 72

1]

| g

4+t

+ ...

tels que les intervalles

(3) 6’%1 6"11"2’ 6"1: LI TGS I -

ont un point commun: ce point est d'ailleurs, comme nous savons,
unique (et appartient & E): il est done déterminé par le nombre £
et nous pouvons le désigner par f(£). La fonction 7(§) sera ainsi
définie dans Vensemble M et ce sera, comme on voit sans peine,
une fonction continue dans M (En effet. soit (2) un nombre donné
de M, ¢ un nombre positif donné: les longueurs des intervalles (3)

1) C. R: t. 164, note du § janvier 1917. Le théoréme de M. Lusin affirme

- que pour qu'un ensemble soit mesurable B, il faut et il suffit qu'il’ soit noyau

d’un systéme d'unicité, Nous utilisons ici seulement la proposition que la condition
du théordme de M. Lusin est nécessaire, proposition dont la démonstration n'offre
pas de difficulté, Pour en achever il suffit de prouver que E,, H,, Ey,... étant
un nombre fini ou une infinité dénombrable d’ensembles dont chacun est noyau
d'un systéme d’unicité, il est de ‘méme de leur somme et dé¢ leur produit (pour
Ia somme on peut d'ailleurs supposer les ensembles E , E,,... sans point coramun
deux # deux) et de remarquer que tout intervalle peut 8tre regardé comme noyan

d’un systéme d’unicits,
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'convergeant vers 0, il existe un indice ¢ tel que la longueur de

L S  n, 088 <& Or, £ étant un nombre de M différent suffisam-
ment peu de & les g-iémes réduits des fractions continues pour &
et & coincideront: par conséquent les points f(£) et F(£) appartien

“dront tous les deux & l'intervalle 6,‘1.,,,,___,,,4 de longueur < & Nous

aurons- done |f(&") — /()| < & pour & suffisamment voisins de &,
ce qui prouve la continuité de f(£) dans M).

Or, E étant noyau du systéme d'unicité S, & tout point 2 de E
correspond un nombre § de M unique tel que f(§)==. L'ensemble
E=f(M) est ainsi une image biunivoque et continue (dans un sens)
de l'ensemble M.

Nous prouverons maintenant que M est un ensemble G, (c'est-
d-dire un produit dénombrable d’ensembles ouverts). Désignons par
S, la somme d'intérieurs de tous les intervalles dont les extrémités

e

la sommatlon s'étendant a tous les k-iémes réduits des nombres £
de M. Les S, sont ainsi des ensembles ouverts et parsuite leur
produit P=_5,5,5;... est un ensemble G,,: nous prouverons que
P=M.

Soit £ un nombre a.ppa,rtena.nt A M et donnant le développe-
ment (2): £ sera évidemment, pour tout’ k naturel, intérieur & linter-
valle dont les extrémités sont (4), done & appartient 3 I'ensemble
S, pour k=1,2,3,... et parsuite aussi & P.

Or soit £ un po_mt du produit P. Pour tout %k naturel il existe
donc un intervalle aux extrémités (4) (n,, m,..., n, dépendant peut
étre de k) dont l'intérieur contient £ et appartlent a S, Oron voit
sans peine que pour deux intervalles dont I'un a les extrémités

e e

et Iautre

1 1 1 1 1 ' 1
oo« el

m < n, deux cas seulement peuvent se présenter: ces intervalles
n’ont pas de points intérieurs communs, ou bien le second est.con-

tenu dans le premmr (et dans ce Cas g==p; pour i=1,2,..., m).
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Il en résulte tout de suite qu'il existe pour le nombre £ une suite
infinie bien déterminée de nombres naturels #,, n,, 7;,... telle que § .
est, pour tout & naturel, intérieur & lintervalle aux extrémités. (4),
intervalle dont l'intérieur appartient & 8, Or, en remarquant que
tout nombre réel intérieur & lintervalle aux extrémités (4) donne
un développement en fraction continue dont le k-idme réduit est

1 1 1
(5) r;ll+";l_2|‘+°'+r%3

on en déduit immédiatement que & donne le développement en frac-
tion continue infinie (2).

Soit & un nombre naturel donné. L'intérieur de lintervalle aux
extrémités (4) appartient & S,: il en résulte de la définition de
S, que le nombre (D) est un réduit d'un nombre &, de M; or §, est
un nombre irrationnel (comme appartenant & M): il donne done
un développement en fraction infinie |

Lt 1)1 |
§,-l—%+r,ﬂz+...+m|k+lng, +|n£f,11+

Il en résulte de la définition * de 'ensemble M que les intervalles

8., 0 5

ﬂl'”g,...7 H‘;‘ﬂ:},- ""k

ont un point commun. %k étant un nombre naturel quelconque, nous
avons done démontré que tout nombre fini des intervalles (3) admet
an moins un point commun il en résulte tout de suite, comme on
salt, l'existence d'un point commun & tous les intervalles de la
suite (3). D'aprés la définition de 'ensemble M, § est done un point
de M. Done P est contenu dans M. :

Nous avons donc démontré que M = P; I'ensemble M est ainsi
un Gy, c. q. f. d. |

Or, d’aprés un théoréme dt & M. Mazurkiewicz!) un en-
semble G, linéaire non dénombrable est une somme de deux ensem-
bles sans point commun dont l'un est homéomorphe de Y'ensemble
de tous les nombres irrationnels et l'autre est tout au plus dénom-
brable, ‘

On arrive ainsi & la conclusion suivante:

Tout ensemble linéaire non dénombrable mesura-

1) Teorya zbioréw Gy, § 17 (Wektor 1918).
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ble B est une somme dun ensemble au plus dénom
brable et dun ensemble qui est une image biunivoque
et continue (dans un sens) de lensemble de tous les
nombres irrationnels.

Remarquons qu'on pourrait déduire sans peine du théoréme de
M. Lusin quela réciproque est aussi vraie: on & ainsi le théoréme:

Pour quun ensemble soit mesurable B il faut et il
suffit quil soit une somme de deux ensembles, dont
I'un est au plus dénombrable et l'autre est un ensem-

‘ble vide ou une image biunivoque et continue (dans

un sens) de 'ensemble de tous les nombres irrationnels.

Nous avons ainsi une propriété topologique des ensembles mesu-
rables B, propriété de laquelle découlent immédiatement plusieurs
autres de ces ensembles, p. ¢ les deux suivantes: Tout ensemble
non dénombrable mesurable B contient un- sous-ensemble parfait
(théoréme trouvé en 1916 indépendamment par MM. Alexandroff
et Hausdorff), et: Une image biunivoque et continue (dans un
sens) d'un ensemble mesurable B est un ensemble mesurable B
(théoréme trouvé par M. Lusin en 1918).

2. Soit £ un ensemble O de classe a >3, formé des nombres

“irrationnels positifs'). (Un tel ensemble existe pour tout a < Q).

N désignant l'ensemble de tous les nombres irrationnels, posons
E,=N—FE — ce sera un ensemble non dénombrable, mesurable B,
L'ensemble £ est aussi mesurable B et non dénombrable (comme
0 de classe @ >>3): d'aprés le théoréme du § 1, E est done une
somme d'un ensemble au plus dénombrable D et d'un ensemble H
qui est une image biunivoque et continue (dans un sens) de len-
semble de tous les nombres irrationnels; de méme E, — D, + H,.
Or Pensemble de tous les nombres irrationnels est homéomorphe
de I'ensemble de tous les nombres irrationnels positifs et de méme
de l'ensemble de tous les nombres irrationnels négatifs. Done H est
une image biunivoque et continue (dans un sens) de l'ensemble de
tous les nombres irrationnels positifs et H, — de ensemble de tous
les nombres irrationnels négatits. Il existe done une fonetion S (=),

) On dit, d’aprés M. Lebesgue, qu'un ensemble de points est O de classe
oy il pent éire considéré comme I'ensemble E(a < f(x) < b) relatif & une fone-
tion f(x) de classe @, et si cela est impossible 3 I'aide d’une fonction de classe
inférieure 3 a,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur Uinversion des fonctions 31

définie dans I'ensemble de tous les nombres irrationnels et continue
dans cet ensemble, qui prend des valeurs distinctes pour  différents
et telle que lensemble de valeurs de f(x) pour z irrationnels posi-
tifs est H et l'ensemble de valeurs de Sf(z) pour z irrationnels né-
gatifs est H,. Nous compléterons maintenant la définition de la
fonction f(x) pour x rationnels comme suit.

L'ensemble de toutes les valeurs que prend f(x) pour z irrationnels
est H+H1—~N»——(D+D) (puisque H=E — D, Hl—-E — D
E 4 Ey==N, EE, = 0). Soit

(6) ‘ ul)“ﬂau.@’"

une suite infinie formée de tous les nombres rationnels non natu-
rels. L'ensemble (6) étant dense dans tout intervalle, il existe des
nombres u, intérieurs a l'intervalle f(u1+V)~ L flu +)2) +1)
(1, +V§ étant un nombre irrationnel, f(ul-l—VZ-) a une valeur
définie): soit v, ce d’eatre eux dont 11ndlce est le plus petit et
posons f(u;) =v,. Soit maintenant n un nombre naturel donné
et supposons que nous avons déja définis les valeurs Sw) = o,
f(us) = vayenry f(thmy) =v,_,. L'ensemble (6) étant partout dense,
il existe des ‘termes de la suite (6) autres que vy, v,,...,9,_, et
intérieurs & lintervalle (f(u,, + g) — f ( - lf) -+ %—) goit
v, le premier d'entre eux: nous poserons Sf(u,) =0v,. Les valeurs
f(u,) (n=1,2,3,...) sont ainsi définies par 'induction et la fonction
f(z) est maintenant définie pour tous les z réels non naturels. Soit
maintenant

('7) fyy tyy by,

une sunite infinie formée de tous les nombres naturels et de tous
les termes de la suite (6) autres que v, v, vs,... (81l y en a). Posons
flm)=t, pour n=1, 2, 8,.... La fonction y=/(z) est ainsi définie

. pour tous les z .réels et on voit sans peine qu'elle prend toutes les

valeurs réelles, chacune une fois; elle admet donc une fonction
inverse univoque == @(y) (définie pour tout y réel). L'ensemble
E(p(y) > 0) est, comme on voit sans peine. somme de I'ensemble
H=FE— D et d'un ensemble dénombrable (formé de nombres ra-
tionnels » pour lesquels @(r) > 0) (z==¢(y) étant une fonetion
inverse de y = f(x), I'ensemble E(a < p(y) < b) coincide évidemment
avec I'ensemble de toutes les valeurs que prend f(z) pour a <z <(b).
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L’ensemble D étant au plus dénombrable et l'ensemble E ctant un
0O do olasse ¢>>3, on en conclut sans peine qué E(p(y)=>>0) ne
peat &tre un ensemble O de classe < a1): par conséquent; ¢ (y) ne
peut étre une fonction- de classe <Ta. .

Or nous démontrerons que la fonetion f(x) est continue pour
tout  irrationel. Soit #, un nombre irrationnel donné, & un nombre
positif donné quelconque, La fonction f(z) étant, comme nous SAVODS,
continue sur Vensemble de tous les nombres irrationnels, il existe
un nombre positif d tel que l'inégalité -

(8) | |§—m| <6
entraine pour les nombres irrationnels & 'inégalité
®) e —Sal<e

Soit m un nombre naturel satisfaisant aux inégalités

(10) 3 m>~2~g—§ ét m>%—
et d, un nombre positif satisfaisant aux m +‘3. inégalités:

5 \ : :
(11) dl <'§", 61 <z° ""'".Ezo, 61 < Exo“l" 1 —""'wo, é].<.l m """'wo ‘
| pour k.;:l,?,:..m. .

(Les nombres z, — Ex,, Ez,+ 1 —x,, |u,—,| sont tous positifs,
puisque x, est irrationnel et 1, rationnel). |
- Soit z un nombre réel satisfaisant & Findgalité

(12): - o eem <.

Si z est irrationnel, nous pouvons mettre dans (8) £==z (puisque,
d’aprés (11), 6, <d), ce qui donne linégalité (9) et, & plus forte
raison, l'inégalité |

- (13) | | [f(a:) — Fx)| < 2e.

Scit maintenant 2 un nombre rationnel. D'aprds (12) et (11) nous
trouvons sans peine

Bz, < < By +1;

| ') Puisque un ensemble O de classe #==2 - un ensemble au plus dénombra-
ble est un ensemble O de classe =4, et un ensemble O de classe <24 un:
ensemble an plus dénombrable est O de classe =2.
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done, ne peut étre un nombre naturel et parsuite c'est un nombre
de la suite (6), soit

(14) &= u,.
D’aprés (14), (12) et (11) nous avons.

|ty — 2 | < | thy— 22, | pour k=1,2,...,m
ce qui donne p>>m, donc, d’aprés (10):

(15) >z

et p/'w--—

D’aprés la définition de‘ J(u,) nous avons l'inégalité

f‘(u,, + @) _%<f(up) </ (“ + “V;a—?') +"1F

p
ce qui donne, d’aprés (15):

CE (o + ) — )] < o

D’aprés (15), (12), (14) et (11) nous trouvons:

=l“p—wol+'g< 61+-g— < 8
Ve

le pombre irrationnel &=u, —{——;— satisfait donc & I'inégalité (8) qui

F]
u, + » x,

entraine l'inégalité (9), c’est-a-dire

7+ B2) — e

Les inégalités (16) et (17) donnent, d’aprés (14), I'inégalité (13).

Nous avons done démontré que l'inégalité (12) entraine pour
tout 2 réel I'inégalité (13), ce qui prouve que la fonction f(x) est
continue pour x, (relativement & l'ensemble de tous les nombres
réels).

La fonection f(z) est donc continue (relativement & l'ensemble
de tous les nombres réels) pour tont z irrationnel: c'est donc une
fonetion de classe <C1. La fonetion @(y), inverse de f(z), est donc

(1 | < &

Fundamenta Mathematicae JII. 3
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une fonetion représentable analytiquement. Or,. comme nous avons
démontré, ¢(y) ne peut éfre de classe <{a: donc @(y) est une
fonction de classe >>a (e étant >3 il en résulte aussi que f(x)
ne peut &tre continue: c'est donc une fonetion de classe 1). Nous
avons done démontré que pour tout nombre ordinal «<C Q2 existe
une fonction de classe > a, inverse d'une fonction de classe 1.






