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Sur une propriété des ensembles clairsemés.

Par

W. Sierpinski (Varsovie).

M. Kuratowski a démontré récemment que toute infinité
bien ordonnée d’ensembles clairsemés croissants (déeroissants) ost

 dénombrable?). Dans cette Note nous démontrerons un théoréme

sur les familles quelconques d’ensembles clairsemés (d'un espaco
A m dimensions), ordonné d’aprés leurs grandeurs, théoréme dont
on pourrs déduire sans peine celui de M. Kuratowski.

Théoréme: Une somme dune infinité quelconque
densembles clairsemés, tels que de tous deux un ost
contenu dans Vautre, est effectivement édnumérable,

Démonstration. Soit &= {C} une famille d’ensembles clairsemés
qui sont en relation d'inclusion (c’est h-dire, C, et C, étant deux
ensembles appartenant & & une au moins de deux relations sub-
siste: C, C G, et Gy (CC)). Désignons par S=23C la somme de
tous les ensembles C constituant & Tout enesemble clairsemé est,
comme J'ai démontré ailleurs effectivement énumérable ). Rour dé.
montrer notre théordme il suffira done supposer que l'ensemble §
n’est pas clairsemé: dans ce cas il contient un sous-ensemble dense
en soi D quiy est le plus grand. |

Soit ¢ un ensemble donné appartenant a & P ¢ - un
produit dont les facteurs appartiennent a & Je dis que C et P
sont en relation d’inclusion®). En effet, un des deux eas subsisto
toujours: il existe un facteur ¢ du produit P contenu dans €, et

1) V. ce volume, p 42, note 1),
Y V. Fund. Math. t. 1, p. 2.

3) Nous conviendrons ici de regarder un annemble vide comme contenu dans
tout ensemble.
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slors on a P C, ou bien un tel facteur n’existe pas, et alors
(tout @ et C, comme ensembles appartenant A & étant' dans la
relation d’inelusion) on o Q) C pour tout facteur @ de P, d'ou:
PHC -

Nous pouvons, comme on sait, ranger dans une suite infinie bien
déterminée toutes les sphéres m-dimensionnelles dont les rayons
sont rationnels et dont les centres out des coordonnées rationnelles.
Soient §,(n==1,2,8....) les sphéres consécutives de cette suite
qui ont des points communs avec l'ensemble D. Nous aurons done
S.D =0 pour m==1,23,.... par conséquent ([ étant contenu
dang S==2C) il existe, pour tout indice » donné, un ensemble C
de la famille & tel que 8,DC=k0: nous désignerons (pour =
donné) par P, lo produit de tous ces ensembles C. Je dis que
Se= Py Py 4 Py ...

Bo offet, posons 1'== P, + P, 4+ ... et admettons que S==T.
Nous avons toutefois S™) P, (n=1,2..)), donec ST Par con-
séquent, si S=f= T, il existe (daprés S=ZXC) un ensemble G,
do la famille & qui n’est pas contenu dans 7'; un tel ensemble C,
ne vérifie non plus la relation C, (T P, pour aucun » naturel. Or,
comme nous savons, G, et P, sont en relation d'inclusion: il est
done G, )P, pour m==1,2,8,..., doti G, D P, 4+ Py +...=T.

Jo dis que l'ensemble 7D est dense dans D. Xin effet, soit
p un point de I, JI - FPintérieur d’une sphére quelconque entou-
rant p. [/onsemble H.D (comme coutenant p) n'est pas vide: donc
(d’uprés D (C S), nous avons HDS==0 et il existe un ensemble C,
de la famille & tel que /DC,==0. Or, HDC,, comme sous-
ensemble de l'ensemble clairsemé C,, est clairsemé, done contient
un point isolé, g. Or, ¢ étant un point isolé de C; intérieur & H,
il existe une sphére rationnelle intérieure & H, contenant a son
intérieur ¢ et no conteuant aucun point de Fensemble HDC;, autre
que g. Ce sora évidemment une sphére de la suite S, soit S, (car cest
uno sphére ralionnelle ayant un point commun ¢ avec D). 11 est elair
que Vensemble £, so compose d’un seul point, ¢ (puisque I'ensemble

pour les ensombles CC G, pour lesquels S, D C=f=0). Done T'== %7[%,_
contient lo point ¢ (qui appartient & HD). Nous avons done prouvé
que tout ontourage du point p de D contient un point de T'0.
[ensemble T'D est done devse dans D. L'ensemble ) étant dense
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en soi, il en résulte que T'D est dense en soi. L'ensemble clairsemé
A j T contiendrait done un sous-ensemble dense en soi T'D, ce
qm est impossible, | |

Nous avons done S= P, +P +P,+.... Or les ensembles
P.(n=1,2,...) comme produits d’ensembles clalrsemés sont clair-
semés (ou wdes) Il existe, comme on sait, une loi d’aprés laquelle
on peut énumérer effectivement les éléments de tout ensemble clair-
semé1): il en résulte que Pensemble S= P, + P, +... est effectl-
vement énumérable, c. q. f d.

Notre théoréme et ainsi démontré,

Il importe de remarquer que les ensembles C' constituant Ia
famille & peuvent former une infinité non dénombrable. Soit, en
effet, P un ensemble parfait linéaire non dense, S — I'ensemble des
centres de tous les intervalles contigus & I'ensemble P: ce sera évi-
demment un ensemble isolé. Pour tout point p de P désignons par
C(P) Yensemble de tous les points de S situés & gauche de p: les
ensembles C(p) seront donc tous isolés (done clairsemés). On voit
sans peine que lorsque p et ¢ sont deux points de P tels que p <{g,
on aura C(p) =k C(q) et C(p) C C(g). La famille & constituée par
tous les ensembles C(p), ol p appartient 2 F, aura done la puis-
sance du continu. Done:

Une infinité densembles isolés, tels que de tous
deux up est toujours contenu dans l'autre, peut étre
de puissance du continu.

Or on peut sans peine déduire de notre théoréme la proposition
que voici:

Uneinfinité bienordonnée densembles clairsemés
croissants est effectivement énumérable?)

Soit, en effet, F—= —'{C} une telle inﬁnité d’ensembles, S=3C
la somme des ensembles constituant &: d’aprds notre théorbme 'en-
semble S est effectivement énumérable. Nous savons donc, ranger les

éléments de S en une suite 1nﬁme
(1) o S1y 825 8,..

Smt C, un ensemble donné appartenant & #. Si'C,==8, posons

Y) V. Fund. Math. t, 1, p. 5.

%) Une proposition analogne pour les ensembles clairsemds décroismants

résulte immédiatement de la remarque que tout ensemble clmraemé est effective-
ment énumérable
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u(Ce)==0. 8i G, S, il existe dans la somme §=3C des termes
plus grands que C, (c'est-A-dire des ensembles C de ¢ contenants (),
et non contenus dans C,) et parmi eux un le plus petit C* (puisque
les ensembles C forment une famille ¢& bien ordonnée d’aprés les
grandeurs croissantes des C). Soit s, le premier terme de la suite
(1) appartenant & C* — Cy: nous poserons pu(C,) = n. Ainsi & tout
ensemble ' de & correspond un entier déterminé p(0)>@ et il
est clair qu'aux ensembles distinets correspondent des entiers diffé-
reuts (puisque, lorsque C, C C; et C; = Gy, 5,0, Wappartient & C,
et §,., nappartient pas & C;). L'ensemble & est done effectivement
énumdrable c. q. f. d.

Nous avons en méme temps démontré le théoréme de M. ¥ u-
ratowski sans faire appel & l'axiome de M. Zermelo et n'uti-
lisant pas les nombres transfinis.
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