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Sur la méthode d’inversion dans P'Analysis Situs.

Par

Casimir Kuratowski (Varsovie).

L'espace est transformé par inversion, lorsqu’a chaque point z
distinet d’un point constant v correspond un point 2* situé sur le

—> 1
rayon vz & distance o (z*v)= ), le point v est ditle centre

o[,
dinversion. On voit aussitdt que, si v n’est pas un point d'ac-
cumulation d'un ensemble 4 borné om non borné, cet ensemble se
transforme toujours en un ensemble borné 4* Clest grace i cette
propriété que la méthode d'inversion peut, en certaine mesure,
réduire I'étude d’ensembles non bornés & celle des ensembles bornés.

Je me propose dans cette note d’établir les propriétés de I'inversion
de fagon & en extraire entiérement le sens topologique. Je choisis
comme point de départ 4 propriétés de l'inversion et je prouve que
chaque propriété topologique de linversion en est une consé-
quence. En d’autres termes: si I'on considére les propositions I—IV,
qui vont suivre, comme une définition axiomatique de l'inversion,
ces propositions forment un systéme d'axiomes catégorigue (au sens
de M. Veblen) par rapport aux transformations biunivoques et
bicontinues de l'espace. |

Jemploie les notations suivantes: 1 désigne l'espace euclidien
3 n dimensions. Si X (C1 (X est un ensemble contenu dans 1),
X' désigne l'ensemble de points d’accumulation de Xj X=X4 X"
Pour plus de briéveté jemploierai dans les opérations le signe » aussi
pour désigner I'ensemble (v) composé du seul point v,
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§ 1. Les axiomes d’inversion.?)

Le centre d'inversion » sera désormais considéré comme fixe.
Pour chaque sous-ensemble X de 1, X* désigne un sous-ensemble
de 1 assujétti aux conditions suivantes:

L (4 + B)* = 4* 4 B*
IL A¥* = A4 — v

111, A® —= A% —p

IV. Si ved’, A* est non borné, —

A et B étant des sous-ensembles quelconques de 1.

On montre aisément que linversion telle qu'elle a ét¢ définie
au début constitue une interprétation de l'opération X*: elle
remplit, en effet, les axiomes I—IV.

§ 2. Le caleul de ’opération X*.

Nous allons déduire des axiomes I et II les théorémes suivants:

Théoréme 1. p* == 0* = 0.
. 2. A= A¥ = (A —v)¥==A¥ —0.
. 3. (AB)* = A*B*,
” 4. (4 — B)* = A* — B¥,
" 5. l—A=1—4%—p;1¥=1—0.

Démonstration. 1. Selon II: 0¥*=0—v==0. Mais 0*¥*=0% -0,
d'ot, selon I: 0** = 0** 4 0* Done 0¥ =0.

D'aprés II: o** =0, d'ol o*** = 0% =0 et selon I[: o*** —
=¥ —p=0. On a donc v* =0 ou bien v*¥ =v. Dans le second

cas v*¥ =¥ donc »* =0 également.

2. En vertu de II, on a
(4 — 0)* = (A*¥*)* = (4%)** = 4* — o,

D'autre part: 4 + v=4 — v + v, dolt A* + v* = (4 — v)* + o™;
done, selon le th. 1: A* = (4 — v)*, d’olt le théordme 2.
3. L'identité bien comme 4 = A -+ 4B entraine:

A* = A* 4 (AB)*

4) L'idde de mottre les axiomes d'inversion sous cetto forme, afin do pouvodr

‘utiliser lo caleul logique m'a été suggérde par M. Knastor, C'ost on so sorvant

de ce caleul que je vais gtablir tous les théordmes du § 2.
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et de méme
B¥ = B* 4 (4B)*.
En multipliant ces deux identités membre & membre, on obtien#
(1) A*B* = A*p* + (4B)*.
D'autre part, Pidentité A4* — 4* + A*B* entraine selon I et II:

A —v=A4—v4 (4*B*p,

En multipliant cette identité par Iidentité analogue:
B—v=B—p+4 (4*B¥)*, |

on a
AB —v=AB — v + (4*B¥}*,
d’on
(AB — v)* == (AB — v)* 4 A*B* — o,

ce qui donne, en vertu du th. 2:

(2) (AB)* = (ABJ* + 4*B.

Les formules (1) et (2) impliquent le théoréme 3.
4. L’identité 4 4+ B==A — B + B entraine

4* 4+ B* = (4 — B)* 4 B*,
d’oll
A* — B*=(4 — B)* —
et en ajoutant (4 — B)* aux deux membres de cette identité, on a
(3) (4 — Bj* = (4 — B)* + 4* — B*.
D’une fagon analogue, l'identité |
A* 4 B* = A* — B* + B*
entraine, en vertu du th. 2:

Ad—v+B—v=(4*— BY* 4+ B—v
d’olr
(4¥ — B¥)* = (4* — B*)* + (A —v)— (B —v)
done
A*__.B*..__v:A*——B*—-v-{-(A——B—-v)*
ot d'aprés le th. 2:

@ A% — B*— A% — B* 4 (4— B~
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Les formules (3) et (4) donnent le théoréme 4.
5, Par définition de l'opération X*, on a

1=1 +4 1%

dot I*=1*4+1*=1%*4+1—9 mais 1¥* + 1 —v=1—wv, car
d’'aprés le th. 2: 1*=1¥—vy (C 1 —». Ainsi: 1¥*=1-—1v et en
vertu du th. 4 on obtient le th. b.

§ 3. Les invariants de I'inversion.

Lemme. E étant un ensemble arbitraire, si la fonction F'(X)
fait correspondre & chaque sous-ensemble X de £ un sous-ensemble
F(X) de E de maniére que

1% FX4Y)=FX)+ F(Y)
20: FF(X):X,

la fonetion F(X) transforme l'ensemble K en lui-méme de fagon
biunivoque. -

Démonstration. Observons d'abord que F(0) =0. En effet,
F(0)+0=F(0), dot FF(0)+4F(0)=FF(0) et 0+ F(0) = 0. Par
conséquent, si X ==0, F(X)==0, car I'égalité F(X) =0 entraine

Ainsi, 'ensemble F(r) n’est pas vide, lorsque xeE. D’autre part,
F(z) se réduit & un seul élément, car dans le cas contraire, on
pourrait poser F(z) =4 + B, ol

(5) A=A+ B et B A+ B
Or z = FF(x) = F(B) + F(4), done
(6) F(4)=F(4)+ F(B) ou bien F(B)=F(4)+ F(B).

Chacune des égalités (6) -contredit 'une des indgalitds (5).
Il est done établi que la fonction F(z) transforme l'ensemble E
de fagon univoque. Il résulte directement de 2° que cette transfor-

mation est biunivoque et qu'en outre l'ensemble F(X ) se compose
de tous les F(z) ot zeX.

Le lemme établi, on en conclut, en posant
FX)=X* e E=1—0,

que linversion transforme I'ensemble 1—v de fagon biunivo que,
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De plus, d'aprés le th. 2 et l'ax. III:

(4'(1 —v))* = 4*(1 —).

Or, comme I'a démontré M. Hausdorff '), si une fonetion biuni-

voque F(X) satisfait, pour un ensemble donné E, & légalits

- F(X' E) = (F(X)Y F(E)

quel que soit X (C E, — cette fonetion transforme I'ensemble E en

~ F(E) de fagon bicontinue.

On en déduit le

Theéoréme 6. L'opération X* tramsforme Uensemble 1—v en
lui-méme de fagon biunivoque et bicontinue,

L’importance de ce théoréme se manifeste surtout dans les questions
de linvariance des propriétés d’ensembles par rapport & Iinversion.

Soit & une propriété telle que, lorsqu’un ensemble X la posséde,
tout ensemble homéomorphe & X la possede également. Il résulte
immédiatement du théordme 6 que cette propriété est invariante
par rapport & l'opération X* exécutée sur les ensembles X ne oon-
tenant pas le centre d'inversion. Ainsi, en. particulier, les propriétés
d’étre fermé et borné A la fois ou d'stre connexe ?) sont
des invariants de l'inversion lorsque v7oneX. 1 en est de méme
des propriétés d’étre un domaine “ouvert, un ensemble frontiére,
d’étre localement connexe, d’dtre accessible?) en un point p(Z=1).
On pourrait démontrer encore l'invariance de plusieurs autres pra
priétés importantes. Je n’en établis dans cet-ouvrage que l'invariance
de la notion de composante 4), pour m'en servir plus tard & prou-
ver que le systéme d'axiomes [—IV est catégorique. |

Théoréme 7. Si vnoned et W est une composante de A, W*
est une composante de A*. -

) Grundzilge der Mengenlehre Chap. 1X, § 1. Leipzig 1914.

") Un ensemble F est connexe, lorsqu'il n’existe aucune décomposition de
I en deux ensembles A et B non vides et tels que 4B + A4B=0;

") Un ensemble B est un domaine ouvert, lorsque 1 — E est fermé. Un

ensemble B est frontidre, lorsque 1 -— E==1. Un ensemble E est locglement
connexe au point p, lorsque dans chaque entourage de p il existe un sous-

énsemble connexe C de E tel que pnone E— C. Un ensemble fermé F est acces-
sible au point p, s'l oxiste un continu C tel que p = EC.

4) W est une composante de 4, si W est un sous-ensemble connexe de A
qui n'est contenu dans aucun autre sous-ensemble connexe de A.
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Démonstration. W étant connexe, W* l'est également. En
outre, il n'existe aucun sous-ensemble connexe S de A* qui soit
plus grand que V¥ car si on avait

W*CSCA o WrS,
on auralt S S+ W*, done S* = S* + W*k = §* L W, doll
(7) W 8*(C4;
d’autre‘ part, S —W*==0 et vnone S —W¥, donc (8 —W¥* =0,
Fobr (th 4): §* —W* — §* _ W0 et
(8) S*f W

S* étant connexe, les formules (7) et (8) contredisent la défini-
tion de la composante.

Théoréme 8, Si la définition de la fonction I'(4) est donnée en
termes des trois opérations logiques: X+Y, X XY et X—Y et de
Vopération topologique X', on a

® (F(4))* = F(4% — .

Démonstration. On prouve aisément que F'(A) est une fone-
tion topologique, c'est-d-dire qu’elle satisfait 4 l'égalité

(10) H(F(4)) = F(H(4)

quelle que soit la fonction H(X) biunivoque et bicontinue dans
Vespace.

Désignons par F,(4) la fonctlon F(d4) relativisée par rapport
& I'ensemble 1 — 9. En d’autres termes: F,(4) s'obtient de 4 A l'aide
des opérations: X —o+4+ ¥ —v, (X—v)(¥—0v), (X—0)— (Y — )
et (X—uv)'—ov. D'aprés le théoréme 6 et la formule (10) on a done

(11) (B (A)y = F,(4%)

- Or, remarquons que
(12) - F,(4)=F(4) — v,
car

X—v4+ Y —o=(X+4+Y)—q (X —0)(Y—10) = XY — v,
(X—=0)—(Y—0)=(X—Y)— v, (X—0" —p=X'n
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Les formules (11) et (12) donnent
(F(A)— o)* = F(4%) —»,
d'odt on tire I'égalité (9), en vertu du th, 2. - C. Q F. D.

En posant dans le théoréme 8, en particulier, FlA)=24 et F(4)=4’, on
en déduit les formules -

(A =4*—v, A*=4"—p prax 1),
(;17)% o= A — v, A¥*—= g _ 5

D’aprés la premitre de ces formules, si A eat fermé, 4* 4 v Pest anassi,
On peut déduire de la formule (9), entre autres, des théorémes sur 'inversion
da bord de 4, de I'intérienr de 4, de la frontiére de A; il faut i cet

H]
offet substituer dans la formule (9) & F(4) respectivement les fonctions

Al — Ay, A—(1— 4y, 41— 4.

§ 4. Les cnsembles non bornés.

Théoreme 9. Pour que Vensemble A* soit mon borné, il faut et
il suffit que veA’.

Démonstration. En vertu de I'axiome IV la condition est
suffisante. '

Soit
(18) vnon e’

Il g'agit de prouver que A* est borné. Nous allons considérer sépa-
rément le cas de l'espace & n» =1 dimension et le cas n>> 2.

1°. D’aprés (13) on peut entourer le point v d’'un segment ab
qui ne contient outre » aucun point de 4. Posons

Z =1 — l'ensemble des points g, v, b.
7 est donc formé de 4 composantes:

(—oca), (av), (v8) (beo).

Par définition de ab, on a
(14) A—v (C (—ooa)+ (boo)
D’aprés le théoréme 7, 'ensemble Z* est formé des composantes:

(—ooa)¥, (av)¥, (vb)¥ (boo)*.
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Selon Paxionie IV, les composantes (av)* et (by)* sont non bornées.
Nous allonis prouver que les deux autres sont bornées. .

En effet, si un ensemble borné E est situe dans Vespace liné-
aire 1, l'ensemble 1— E ne peut contenir plus de deux composantes

" non borndes, car, » étant un nombre réel suffisamment grand, tous

les points des rayons (—7, —o0) et (+7, +00) appartiennent & 1 — L.
Or, Vensemble formé des 3 points a¥, b% et v étant évidemment
borné, son complémentaire Z¥ ne contient que deux ‘composantes

non bornées. Ainsi, I'ensemble
(— o0 a)* 4 (b oo)*

est borné.
On en conclut, en vertu de (14), I et du th. 2, que

A* = (4 — 0)* C(— coa)* + (boo)¥,

ce qui prouve que A* est borné.

20 Te cas de l'espace & n>% dimensions est analogue.

On entoure le point » d’une sphére (A n dimensions) qui ne
contient outre v aueun point de A. La surface S de cette sphére
décompose l'espace en deux régions. Llensemble 1 — S-—v est
done formé de deux composantes C; et C, telles que

(15) veC; et A—v(C G,

L'ensemble S étant fermé et borné, il en est de méme (selon
le th, 6) de S* lln’y a done quune seule composante non bornée
dans l'ensemble 1 — S*— v, car tous les points situés aa-deld d'une
sphére & rayon suffisamment grand appartiennent & une seule com-
posante de 1— S*—yp Les ensembles Cf et Cf étant les compo-
santes de 1 — S*—u, ¢a ne peut tre Cff qui soit non bornée, car
d'aprés (15) et IV, 'ensemble Cf est non borné. Or,

4% =(4—0)* C CF

et on en conclut que, CF étant borné, 4* I'est & plus forte raison.
Corollaire. Pour que Uensemble A soit nom borné, il jaut et il
suffit que ve A¥,
Car, I'hypothése que 4 est non borné équivaut b celle que A — v
est non borné; mais 4 — v = A** et pour que l'ensemble .A** goit
non borné il faut et il suffit, d’aprés le théoréme 9, que ved™,
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§ 6. L’analyse logique des axiomes [—IV.

1. Le systéme d’axiomes I—1V est catégorique.

Cela revient & dire que, v étant un point donné d’avance et-
F(X) et G(X) deux fonctions satisfaisant aux axiomes I—IV, il
existe une transformation biunivoque et bicontinue de Pespace en
lui-méme qui transforme F(X) en G(X) quel que soit X.

Posons

H®) =
H(X) = G(F(X)), lorsque X

Nous allons prouver que H(X) présente la transformation cherchée.
D'aprés le théoréme 6, H(X) transforme I'ensemble 1 — p en
lui méme de fagon biunivoque et bicontinue. Pour démontrer que

I'espace tout entier se transforme simultanément de la méme fagon,
il suffit done d'établir I'égalits

H(lim 2,) = lim H(z,)

N=20DQ

pour le cas ol lim &, =1

Nu=0Q

En d'autres termes, il s'agit de prouver que, si

(16) 4'=v

ot

(17) A est borné,
alors ‘
(18) (H(4)y =
et

(19) H(A) est borné.

Or, d’aprés (16) et le th. 1:

F(4’) = F(») =0,
d'ol, selon III: |
(F(A))' —v=20.

Mais, d’aprés (17) et le corollaire du théoréme 9: v non e(F(A))';
par conséquent

(20) (F(4) =0

et, d'aprés (16) et III,

(21) F(4) est non borné,
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L/égalité (20) donne
GFA)Y = G(0) =0,

d’ou (III):

(GF(4)) —v=0.
Mais, d'aprés (21) et le corollaire du théoreme 9, ve(GF(4)); done
@Ry =y,

Cest-h-dire, la formule (18) est vérifide.

La formule (19) résulte directement de (20) et du théorome 9.

2. Les axiomes I—IV sont indépendants chacun des autres.

Chacune des 4 interprétations suivantes de la fonetion ['(X)
prouve lindépendance de 'axiome correspondant:

1 désigne l'espace linéaire, v le point 0, X* est défini comme
dans lintroduction de cette note;

10; lorsque X est fini, F(X)=X —v; lorsque X est infini
F(X)=X*

I’axiome I west pas réalisé, car, si on pose X = le segment 01,
on a: F(X)=1e rayon 1co. Cependant, si I' désigne un ensemblo fini
contenant des points 0 <z <1, F(¥)+ F(X—Y) contient des points
< 1. Done F(X)FEF(Y)+ F(X—Y), bien que Y4+ X —Y =X,

20: F(p)=|p*|. Done F(X) contient les valeurs abgolues de
tous les p* pour pe X.

8% Lorsque 3<C|p|<<2, F(p)=gp; dans le cas contraire
F(p) =p*. F(X) se compose des F(p) pour peX.

L'axiome III n’est pas réalisé, car en posant X ==lintervalle
—I<lw{+4, F(X") contient les points 4 %, tandis que (F'(X)) ~ v
ne les contient pas. |

4 F(X)=X—w

3. Les aziomes I—1IV sont compatibles.

Cela est vrai — comme nous P'avons indiqué au § 1 — lorsque
1 désigne l'espace géométrique euclidien & n dimensions. Nuus
examinerons & présent ce probleme dans les espaces topologiques

Plus précisément: nous supposons donné un systdme d'axiomos.
définissant l'espace 1 pour lequel on peut définir la notion du woint
limite de telle fagon que:

1° lorsqu'on considére 1 comme lespace euclidien et loxsqu'on
attribue & la notion de point limite son sens ordinaire, les axiomes
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du s‘sfstéme sont remplis (autrement dit: Iespace euclidien constitue
une interprétation du systéme d’axiomes);

20 entre chaque espace satifaisant aux axiomes du systéme et
Vespace euclidien il existe une correspondance biunivoque et bicon-
tinue (autrement dit: le systdme d’'axiomes est catégorique?)
par rapport aux transformations biunivoques et bicontinues de Vespace).

Dans ces hypothéses nous prouverons quil existe dans les-
pace 1 une opération assujéttie aux axiomes I—IV.

Les axiomes I—IV sont exprimés & I'aide de notions et d’opé-
rations qui appartiennent soit & la théorie générale d’ensembles
(- & ete.) soit & l'Analysis Situs (X', ,ensemble borné)¢. Or, ces
notions étant des invariants des transformations biunivoques et
bicontinues de lespace, l'existence dans l'espace euclidien dune
opération assujéttie aux conditions I—IV entraine l'existence d'une

telle opération dans chaque espace dont la définition remplit les
conditions 1° et 29,

Soit, en effet H(X) une fonction biunivoque et bicontinue qui transforme
lespace 1 en I'espace euclidien. Soit G(H) la fonction inverss de H(X) clest
a dire: HG(X)=X. Boit enfin, pour chzque sous-ensemble X de I'espace eucli-
dien, X* l'ensemble défini an début de cet article, le point H{s) étant supposé
le centre d'inversion, '

Je dis que la fonction

F(X)= GH(X))*
patisfait aux axiomes IV,
En effet, la fonction H(X) étant biunivoque, on a

H(X4Y)=H(X)4 H(Y) et G(X+Y)=G(X)+ G(¥).
Comme, en outre, la fonction X* satisfait & l'axiome I, on en conclut que
FX+Y)=GHXFY)=GHX)+HI) =
= GH(X)* + GH(Y)* = P(X)+ F(Y),

ce qui prouve que l'opération F'(X) satisfait & I'axiome I
D'une fagon analogue:

FE(X) = GIHGEX) = GEX)™ = CEHX) — Hp) =X —o

1) Pour des exefnples de tels systémes {aun cas de l'espace 4 1 et &4 2 dimen-
sions) voir: R, L. Moore: On the linear conttnuum, Bull, Amer, Math, Soc, XXII,
1916 et On the foundations of plane analysis situs, Trans, Amer. Math, Soc, 1‘?,
1916. N. J. Wiener: The group of the linear continuum, Proceed. London Math.-
Soc. 20, 1920 et Publications of the Mnss, Inst. of Technology 1922.

Fundamenta Mathematicae 1Y : 11
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Enfin, i »eX’, on a H(s)&(H(X)Y, ce qui entraine que (I (X))“‘ est nok
borné. La fonction G(X) étant biunivoque et bicontinue, I’ensemble F{X)== G({!(X.))"
est également non borné. C. Q I D,

Ainsi le probléme de la compatibilité des axiomes I—IV dans
les espaces topologiques est résolu.

Or, la solution que nous venons de donner n'est pas effective;
c'est-b-dire, mous n'avons établi que l'existence d'une opération
satisfaisant aux axiomes I—IV, sans en définir aucune indivi-
duellement. Nous ne nous sommes appuyés, en ecffet, que sur
Pexistence d'une transformation biunivoque et bicontinue H(X) de
1 en l'espace euclidien, sans que H(X) désigne une fonction indi-
viduslle bien déterminée.

Nous avons vu, d’autre part, que pour le cas de l'espace géo-
métrique (euclidien) le méme probléme peut étre résolu d’une
fagon effective: linversion telle qu'elle a ét¢ définie dans lintro-
duction de cet article satisfait aux axiomes I—IV. Cette définition
reposant sur des notions métriques; le probléme s'impose: peut-on
définir une opération assujéttie aux conditions I--IV en se servant
uniquement des invariants des transformations biunivyo-~
ques et bicontinues de 'espace. Autrement dit: peut-on
résoudre dune fagon effective le probléme de la com-
patibilité des axiomes I—IV pour les espaces topolo-
giques?

La solution négative de ce probldme résulte du théoréme suivant:

Aucune opération F(X,y) satisfaisant aux axviomes I—IV (le
point y étant considéré comme centre d'inversion) ne peut remplir Uégalité

@) F(H(X), H(y)) = H(F (X, y))

pour chaque fonction H(X) biunivoque et bicontinue dans Uespace.
Démonstration. Supposons, par contre, que la fonetion X, y)
satisfasse aux axiomes I—IV et i Pégalité (22)..

Assignons 4 y une valeur fixe v et envisageons le cay of len-
semble X se réduit & un seul point p == v, D’apres lo thdordme 6,
F(X,y) se compose d'un seul point; désignons le par ¢. Ou a done
(23) F(p, v) =g

et, selon le th. 2, ¢ o= v,
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Nous pouvons, en outre, assujéttic le point p & la condition

q=Fp, car si on avait, pour chaque » distinet de v, Flx,v) ==z
I'axiome IV ne pourrait étre rempli,

Soit » un point satisfaisant aux inégalités

rofo, rep
(24) | r=q.

(Pour le cas de I'espace linéaire nous supposerons, en outre

?

, que

ni v ni p nest situé entre r et ). Les points p, g, » et v étant

tous différents les uns des autres, on peut transformer Pespace 1

en lui méme & Paide d'une fonction biunivoque et bicontinue H (X)
qui remplisse les conditions » |

@) Hip)=p, Ho)=»
(26) Hig)=r.

Les égalités (22) et (25) donnent
F(H(p), H(v)) = F(p, v)= HF(p, »)
ce qui entraine, en vertu de (23) et (26), Végalité
Q = H(g) =,
qui contredit Vinégalité (24). | C.Q.F.D

11*





