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Sur quelques propriétés topologiques du plan.
| Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

I

Théoréme: 1) I1 existe une décomposition du plan
en une somme de trois ensembles dont chacun est
homéomorphe dun ensemble linéaire. 2) Il n'existe
aucune décomposition du plan en une somme de deux
ensembles dont chacun soit homéomorphe dun en-
semble linéaire.

Démonstration. 1) Désignons par P l'ensemble- de tous les
points du plan, par P, —J'ensemble de points de P aux coordonnées
irrationelles, par P, —lensemble de points de P dont une (quel-
conque) de coordonnées est rationelle et l'autre irrationnelle, par
P, —l'ensemble de points de P aux coordonnées rationnelles. Nous
aurons évidemment P= P, + P, + P,.

L'ensemble P; est, comme on sait, homéomorphe de l'ensemble
de tous les nombres irrationnels!). I’ensemble P, est superposable
avec un sous-ensemble de P;, comme on le voit sans peine en le
tournant autour du point (0,0) de l'angle 6 = arctg § ?). Enfin P,
est homéomorphe de l'ensemble de tous les nombres rationnels 8).
Donc chacun d’ensembles P,, P, et P, est homéomorphe dun
ensemble linéaire. La proposition 1) est done démontrée.

2) Supposons que P=A4 4 B, ol chacun d’ensembles A et B
est homéomorphe d'un ensemble linéaire. Les ensembles 4 et B

1) V. p. e. M. Fréchet: Math. Awn. Bd. 68 (1910), p. 1564
% W, Sierpiriski: Bull. Acad. Cracovie 1913, p. 82.
) W. SBierpinski: Fund Math I, p. 16.
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ne peuvent étre tous les deux punctiformes, puisque alors ils seraient
connexes’) et parsuite (comme punctiformes et connexes) ne pour-
raient étre homéomorphes d’ensembles lindaires. Donc un au moins
d’ensembles 4 et B, soit A, contient un continu C; ce continu,
comme sous-ensemble de 4, est homéomorphe d’un ensemble liné-
aire: douc c'est un are simple. Soit p un point de C qui n’est pas
une extrémité de larc simple C. L'ensemble 4 étant homéomorphe
d’'un ensemble linéaire, on voit sans peine qu'il existe un entourage
du point p ne contenant aucun point de 4 — C. Par conséquent
(C étant un arc simple) il ‘existe un cercle dont Iintérieur appar-
tient & P— 4, donc & B. Or, c'est impossible, puisque I'ensemble B,
comme homéomorphe d'un ensemble linéaire, ne contient aucun
point intérieur. La proposition 2) est ainsi établie.

Notre théoréme est donc démontré complétement.

Observons encore que si le plan est-décomposé en une
somme de trois ensembles homéomorphes densembles
linéaires, chacun deux est nécessairement puncti-
forme. En effet, s'il serait P= A+ B+ C ot 4, B, C sont
homéomorphes d’ensembles linéaires, et si 4 contiendrait un continu,
on prouverait, comme plus haut, que B + C contiendrait un domaine
plan, done ausi un ensemble homéomorphe du plan P; il en résul-
terait tout de suite que P serait une somme de deux ensembles
homéomorphes d’ensembles linéaires, contrairement  la proposition 2).

II.

Une idée, utilisée par MM. Knaster et Kuratowski dans
la construction d'un ensemble biconnexe?®) nous permettra de con-
struire des ensembles plans possédant quelques singularités inté-
ressantes. ,

Désignons par X l'ensemble de tous les nombres réels, et soient
P—un sous-ensemble dénombrable de X ‘dense dans X, Q@ — un
ensemble contenu dans X —P qui est de deuxidme catégorie de
M. Baire dans tout intervalle et tel que I'ensemble RB=— X-— (P + Q)
est encore dense dans X.

) W. Bierpifiski: Fund. Math, 11, p, 94; B. Knaster et C. Kuratow-
ski: Fund. Math. 11, p. 236 (théoréme XLII),
) Fund, Math, 11, p. 241,
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Désignons par E l'ensemble de tous les points (x, y) du plan
tels que: 1) xe(P+ @), 2) si xeP, y est rationnel, si z£Q, y est
irrationnel.

Je dis que deux pomts de E qui ont une méme abscisse ne sont
jamais séparést),

Supposons, pour démontrer, que deux points de E, ¢ (a, b) et
es(a, ¢), ot b<e, sont séparés, et soit ae @ (done b et ¢ irrationnels.
Il existe done une décomposition E==A-+ B, telle que 4B+ AB=0
et que e, appartient b 4 et ¢ & B. Le point ¢, appartenant & 4,
il existe, d’aprés 4 B==0, un nombre positif §, tel que tout point ¢
de E ayant de e, une distance g(e, ¢) < 6, appartient & 4. De
méme, d'aprés e, eB, il existe un d, >0 tel que tout point ¢ de E
pour lequel g(e, ¢) << d;, appartient & B. Soit J un nombre positif
<0, ot < Jy et soit # un pombre de @ tel que |x—a|=<Jd.
Les points ¢,(w, b) et gy(z ¢) appartiendront évidemment & E
(x étant un nombre de @, et b et ¢ étant irrationnels). Nous avons
0(¢1, &) =|r—a| < d < d,: done ¢ appartient &4 A4; de méme
nous trouvons g¢,eB. Considérons les points de E situés sur le
segment ¢, ¢, .

Soit y, la borne supérieure de tous les nombres y tels que tous

les points du segment joignant les points (x, b) et (», y) appartien-

nent & 4. Je-dis que y, est un nombre rationnel compris entre b
et ¢. Le point ¢,(z, b) appartenant & A4 et le point g,(x,¢) & B, il
est resp. de méme pour les points de E suffisamment voisins de g,
resp. ¢s: on en déduit sans peine que b <{y.<e. Or, le point
(z, y,) appartient évidemmeut & 4. B: done, 4 et B étant séparés,
il n'appartient pas 4 E=— A4 B; par conséquent. (d'aprés ze Q)
y, est rationnel.

Soit 7, 7y, 75,... une suite formée de tous les nombres rationnels

1) Quant 4 la définition des points séparés d'un ensemble voir Fund, Math.
1I, p. 81. :

Les points d’un ensemble donné guelconque E peuvent étre, comme on voit
pans peine, divisés en classes (disjointes), appellées guasi-composantes de E
(V. F. Hausdorff: Grundzige der Mengenlehre, Leiprig 1914, p. 248), telles
que deux points de E appartenant 4 une méme classe ne.sont jamais séparés, et
deux points appartenant 4 deux classes différentes sont tougours séparés. Nous
pouvons donc exprimer la propneté de I'ensemble E du texte en disant que les
points de E ayant une méme abscisse appartiennent toujours & une méme quasi-

composante de K,
1’
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de Iintervalle (&, ¢). Désignons par @, le sous-ensemble de @ formsé
de tous les nombres z de lintervalle (a— 4, a + 4), pour lesquels
Y.==t,. L'ensemble S=@Q, + @, + Q, +... sera évidemment la
portion de Q contenue dans lintervalle (a— 4, a + d).

L'ensemble ¢, (s'il n'est pas vide) est évidemment une projec-
tion orthogonale de I'ensemble R, des points (z, %), pour lesquels
6—0KzC<a+d, 26Q et y,=vr,. Or, comme nous savons, les
points (z, y) appartiennent & 4. B: done R, CA4.B. Or, les points
(2, r.), ot ze P, appartiennent & % et, d'aprés & 4. B= 0, ont chacun
une distance positive de 'ensemble fermée A4.B, done aussi de son
sous-ensemble E,. L’ensemble P étant dense dans X, il en résulte
que l'ensemble R, est non dense sur la droite y =r,, et parsuite
que sa projection orthogonale ¢, est non dense sur Faxe d’abscisses.
L'ensemble S=Q, 4 Qy, +... serait done de premiére catégorie
sur X, Or clest impossible, puisque S est la portion de @ contenue
dans Iintervalle (a—d, a + 8) et Q est, par hypothése, de deuxiéme
catégorie dans tout intervalle.

Nous avons ainsi démontré que deux points de E qui ont une
méme abscisse aeQ ne sont jamais séparés.

Soient maintenant ¢, (a, ) et e,(a, ¢) deux points de E, et soit
aeF, E=A+ B une décomposition de E en deux ensembles sépa-
Tés et supposons que ¢ &4, ¢ eB. Il existe done un nombre positif 4
tel que tont point ¢ de E, pour lequel ¢(e, ¢,) << 4, appartient & A,
ot tout point ¢ de E, pour lequel p(e, &) < 0, appartient & B,

Soit @ un nombre de Q tel que [ a——a}<g: un tel nombre &
existe, ¢ étant dense dans X Or, soient § et y deux nombres
irrationnels, tel que ]ﬁ—b]<g et [y--c]<g: les points ¢'(a, g)

et ¢’(a, y) appartiendront dvidemment & E et auront une méme
abscisse @¢Q. donc ils ne peuvent étre séparés. Or nous avons
évidemment g(¢, ¢)<<d et o(e”, ) <4, don il résulte, comme
Tons savons, que ¢’ appartient & 4 et ¢ & B, ce qui implique une
contradietion. Nous avons ainsi démontré que deux points de K
qui ont une méme abscisse aeP ne peuvent &tre séparés.

Il est ainsi établi que deux points de £ qui ont une méme
abscisse ne sont jamais séparés. Or, l'epsemble E est évidemment
dispersé, l'ensemble £ étant punctiforme sur toute paralltle i Yaxe
d'ordonnées et 1a projection de & étant punetiforme sur 'axe d’abscisses,
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Les conditions auxquelles sont assujettis les ensembles P et Q
seront évidemment réalisées si 'on prend pour @ I'ensemble de tous
les nombres irrationnels et pour P— l'ensemble de toutes les frac-
tions décimales finies. Ainsi l'ensemble formé de tous les

~points (r,y), od x,y sont tous les deux irrationnels,

ou bien z est une fraction décimale finie et y est
rationnel, est dispersé et ne contient pas de quasi-
composantes bornées. (Cest donc un ensembie dispersé quasi-
connexe) 1),

On voit sans peine qu'on peut réaliser les conditions auxquelles
doivent satisfaire P et @ de sorte que l'ensemble B soit non dé-
nombrable. On obtient ainsi, comme on le voit sans peine, un en-
semble dispersé E qui coupe le plan en une infinité
non dénombrable densembles (de sorte que les points appar-
tenants & deux d'entre ces ensembles ne peuvent 8tre joignés par
un continu sans points communs avec E).

IIL

Nous prouverons qu'il existe dans le plan un ensemble
connexe qui est une somme dune infinité dénom-

‘brable densembles séparés deux & deux. (On pourrait

démontrer sans difficulté qu'un tel ensemble n'existe pas dans l'espace
4 une dimension).

Désignons par 4, le segment (fermé) aux extrémités G‘-—, 0) et

(?1? 1) et par Bx—larc.-de la circonférence x* 4 y’:;:—z qui reste

quand on en supprime les points aux coordonnées z et y positives (B, est
donc l'ensembles de points du plan dont les coordonnées polaires ¢
’—nl— et ;—’gagzn). I’ensemble C,==A, + B, sera
évidemment un continu (arc simple) et on voit sans peine que les
contius C, et C, sont sans point commun pour m==n. Les en-
sembles C,(n=1,2,3,...) sont. donc séparés deux & deux. Posons

_C=01+C,+C'3+...

et 6 sont o=

1y Mazurkiewicz: Fund. Math. t. 11, p. 201,
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Je dis que l'ensemble C est connexe. En effet, supposons que
C==A+ B, ob A et B sont des ensembles sépards. Les ensembles
C, étant des continus, nous avons évidemment ABC,=0 pour
n=1,2,3,. : done

(1) . A4=Cu+Cp+..., (m1<m2<)
@ B=C,+C, +..., (n1<n,<...)

et un au moins des ensembles A et B, soit A, contient une infinité
d’ensembles C,.

L'ensemble C, contient le point ( %—; }-) (qui est un point de 4,,):
ny

done, d’aprés (1), 4 contient les points p, (;}ﬁ -ﬁl—-), pour k=1,2,5, ..
. ] 1
La suite des nombres naturels m, (k==1,2,...) croissant indéfini-

ment, les points Pr convergent vers le point p (O —n]-'—) qui est un
1
point de B,, CC.,,, done, d'aprés (2), un point de B.
L'ensemble A.B contiendrait done le point p et ne pourralt
étre vide, contrairement & 'hypothése que A et B sont séparés.
- L’ensemble C est done connexe et posséde les propridtés désirées.
Observons que l'ensemble C ne pourrait étre & la fois fermé
et borné, tout en jouissant des propriétés en question?). Il pourrait
étre cependant fermé (non borné) dans l'espace & trois dimensions ?).
Or, on ne sait pas §'il en est: de méme pour le plan 3),

1) W. Bierpifiski: Tdhoku Math. Journ. Vol, 13 (1918) p. 300.
) W. SBierpifiski: Wiadomoses matematyczne t. 23. (1919) p. 188.
%) COf Fund. Math. 11, p. 286 (Probléme 13),






