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Les probabilités dénombrables et leur rapport a la
théorie de la mesure.
Par

Hugo Steinhaus (Léopol).

M. E. Borel!) a montré le premier l'intérét qui s'attache & l'étude
de probabilités dénombrables et il a donné des applications arithmé-
tiques trouvées sur cette voie, parmi lesquelles le théoréme suivant
connu comme ,le paradoxe de Borel“ a attiré I'attention des analystes:

La probabilité pour que la fréquence du chiffre O dans'le déve-
loppement dyadique d'un nombre pris au hasard soit égale & % a pour
valeur l'unité; on appelle fréquence du chiffre O la valeur limite du
quotient par » du nombre de fois que ce chiffre figure parmi les
n premiers chiffres du développement 2),

On trouve chez divers auteurs?) lénoncé suivant du méme
théoréme:

Presque tous les nombres @ ont la propriété que la fréquence
des zéros dans leurs développements dyadiques est égale & 43 pres-
que tous signifie que la mesure de Lebesgue de 'ensemble des e privés
de la propriété en question est nulle. Pour obtenir cet énoncé il suffit
de modifier verbalement la démonstration primitive de M. Borel
sans toucher & son idée.

Le but de cette Note est d'établir un syst®me des postulats pour
les probabilités dénombrables qui permettra une fois pour toutes
de passer d’'une interprétation & Vautre dans les recherches do ce
genre. A vrai dire nous nous bornons aux probldmes, ot le nombre

1) Los probabilités dénombrables et leurs applications arithmdétiques. Lend,
Cere, mat, Palermo, tome XXVII, 1° sem, 1909, pp. 247—271,

") loc. cit, chapitre LI, n® 10, pp. 259—260,

% P,e,F, Hausd orff, Grundziige der Mengenlohre, Leipzig, 1914, pp. 419 —~422,
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des cas possibles estle méme dans chaque épreuve, mais les épreu-
ves sont en nombre infini dénombrable; ces problémes constituent
la prémiére catégorie de M. Borel. Le probléme le plus simple de
deux cas seuls possibles et également probables conduit au théo-
réme de M. Borel

Au § 1 nous aurons donc & formuler laxiomatique d'un jeu
de ,pile-face en généralisant le calcul de probabilités ordinaire qui
suffit pour traiter ce jeu quand on considére seulement les parties
finies; nous allons montrer ensnite comment une interprétation con-
venable de notions utilisées dans cette axiomatique fournit une
définition axiomatique des ensembles mesurables (L); ce sera préei-
sément la définition donnée par M. Sierpinski?). Le § 2 donnera
des applications immédiates aux problémes de 14 fréquence de chif-
fres et de la probabilité de convergence de certaines séries numé-.
riques, dont le terme général a un signe indéterminé. Au § 3 nous
revenons au paradoxe de M. Borel pour lui donner. une forme un
peu plus précise que celle de M. G. H. Hardy?); nous remar-
quons que ce n'est pas la forme définitive; le probleme de la meil-

3

~ leure formule reste done & résoudre. Au § 4 nous énongons une

condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre soit ,normal®
au sens de M. Borel et nous indiquons quelques généralisations de
notre théorie.

g1

Considérons une suite contenant une infinité dénombrable des
épreuves successives indépendantes, les seuls cas possibles et s'ex-
cluant mutuellement & chaque épreuve étant ,rouge“ (¢) et ,noir®
(») et supposons que les deux cas soient également probables. Une
partie (a) soit — par définition — une succession déterminée

VO...VVOQ ... V...

des » et o.
Introduisons A == Vensemble de tous les « possibles, £, E'...=
les sous-ensembles de A4 et Yt = la classe de tous les E. |

1) Sur une définition axiomatique des ensembles mesurables (L). Bull. Acad.

des Sc. de Cracovie, 1919; pp. 173—178. .
1) Some problems of Diophantine Approximation, Acta Mathematica tome 37

1914, part II,
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Supposons qu'il soit possible de donner & = nne certaine classe
des E (donc partie de M) et une fonction d’ensemble u(E) définie

pour tous les K de f de maniére que l'on ait:
19 u(E) > 0 pour tout K appartenant & ]

29 E appartient & R, si E désgne un ensemble composé de tous
les @ & # premiers coups donnés (communs); n=0, 1, 2... ou co.

28 Si E et 1'27' ne différent qu'au i-idme coup (iz>n) on a #( E)mp(fﬁ’ ).
23 w(4)=1. ~
30 Si K, b appartient & §& pour =1, 2... et B, ==0 pour i}k,

alors ZE‘, Z'E; appartiennent & [

{ma] (=)

M(Zﬂ) = Zﬂ( D u(zvlﬂ) = 2‘#(1!31)-
{==] L ie] iml

49 Si 5, ) B, et ky, K, appartiennent b &, E,—E, appartient & §.

5o Si K appartient & & et w(K)==0, toute partie £’ de K appar-
tient 1 & ‘

L'énoncé des postulats étant trés suceinet, quelques remarques
explicatives ne seront pas superflues:

Le systtme des postulats conduit & une classe R composée des
ensembles de parties pour lesquels le probléme de la détermination
d'une probabilité générale est possible. La fonetion w(k) est la pro-
babilité cherchée; elle ne prend que des valeurs finies; 1°, 2§, 3°
et 4° montrent méme que lon a 0T w(E) << L.

Le postulat 2! exige que les parties finies considérées dans la
théorie classique des probabilités aient wne probabilité définie.

¢ exprime le principe de l'égalité des chances pour rouge et

fl L3

noir, qui est une hypothése; nous remarquons que K, £’ appartien-

pent & § en vertu de 29.
2 détermine la constante u(4) conformément b l'nusage du cal-
cul classique des probabilités; sans ce postulat on pourrait satisfaire

au systtme en prenant M pour § et zéro pour w.

3° est le principe connu d'aprds lequel la probabilité d'une somme
logique des évenements incompatibles est égule b la somme des
probabilités correspondantes aux termes
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4° attribue une probabilité (déterminée ensuite par 3% & un en-
semble composant si I'ensemble total et Pautre ensemble composant
ont des probabilités détermindes.

5% implique — en vertu de 19 3° et 4° — que wWE) =0 si
p(E) =0 et E' est partie de E. Si un événement s une probabilité
nulle tout évenement plus spécial a aussi une probabilité nulle.

Nos postulats sont d’accord avec les principes du ealeul classique
des probabilités. Seuls les postulats 3°, qui généralise pour n==infini,
un principe classique valable seulement pour = fini et 2° pour
%==co, qui attribue une probabilité déterminée a I'ensemble compo-
sée d'une seule partie infinie, font exception. Quand on soecupe sen-

lement des ensembles & pour » fini (qui ne sont rien d'autre que
les parties finies), et de ce qui en résulte par les opérations d’ad-
dition et de soustraction appliquées un nombre fini de fois on
obtient & l'aide de nos postulats les valeurs u qui correspondent
d’aprés le calcul ordinaire des probabilités & ces combinaisons et
on peut faire le caleul sans se sefvir de deux postulats partiels
exceptionnels.

Considérons maintenant le produit & de toutes les classes & qui
remplissent les postulats 1°—5% On vérifie immédiatement que §

contient les E et tous les ensembles provenant des E par les opé-
rations d’addition et soustraction en nombre fini. On voit aussi que.
sl il est possible de trouver une fonetion u(E) pour tous les E de
& telle que u et § satisfassent & 1°—59 u(E) sera égale a la pro-
babilité. ordinaire pour les parties finies et leurs combinaisons finies.
Il faut remarquer que l'introduction de § comme une sorte de.,$
minimum¥ léve l'indétermination qui restait encore § v’étant pas uni-
que; il reste h démontrer que § est un & —

Faisons correspondre & toute partie infinie

a (p. e. yovwee...»0...)
un nombre réel a '

(0,010011...01)

4 savoir ce nombre dont le developpement dyadique commerce
par O, et dont le n-iéme chiffire aprés la virgule est 0 ou 1 suivast
que le n-iéme .coup de g était noir ou rouge. |

Cette convention fait correspondre & tout ensemble E' des parties

infinies des ensembles ponctuels sur <701>>, aux ensembles E certaius

Fundamenta Mathematicae lV.. » 19.
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intervalles de longhéur ~21~—” et\spécialeméntf%i A Tlintervalle J01>.

Nous désignerons les ensembles-images par les mémes letires que
Jes ensembles des parties et nous lirons les postulats 10—5H° comme
portant sur des ensembles ponetuels. linéaires.

Dans cette interprétation les postulats 1°-—b0 ne sont qu'une répé-

 tition presque verbale des postulats dont #'est servi M. Sierp inslkit)

pour définir les ensembles mesurables (L) et leur mesure. La seule
différence est que le postulat IL de M. Sierpirski attribue & tout
intervalle J fini et fermé sa longueur comme mesure u(J) tandis
que notre postulat 2° est divisé en trois propositions 2§, 2§, 2§ (ce
qu'il fallait faire pour mettre i jour le lien entre la théorie des
jeux finis et celle des jeux infinis). La définition de { comme pro-
duit est la méme.

'La classe & est précisément la classe des ensem-
bles mesurables (L). Ce théoréme a été démontré par
M. Sierpisski & I'aide de postulats 1¢, II, 8°, 49, B°, qui constituent
son systéme. Or, II implique évidemment 2§ , 5- Si nous démon-
trobs encore que 1% 29 3¢, 49, 5 impliquent IT nous établirons
l'équivalence de deux systémes et par 1a le théoréme cite.
Démonstration. 29 signifie: l'intervalle fermé <-§;,, L}-l-}
appartient 3 8,81 »==0, 1; 2... et <2 ¢=0,1, 2... fini. En effet,
‘les parﬁes ayant % prémiers coups communs fournissent comme

. . ‘ 1 : .

images tous les points de -;g;;, g—-—;:,;-«-> les extrémités y compri-
ses. Lie cas n=co doit étre traité & part: il signifie que tout point,
de <01> appartient & &.

. ep -1 R |
¢ signifie w <L, 105 = <L, Lo <2, <2

(et pour pe=oo que u(E)=u(F') si E, E' sont composés de points
uniques). . |

23 signifie p <<01> = 1.

20 ot 30 impliquent que tous les intervalles dyadiques formés

@« b ' . . . ,
Ly > de <013 appartiennent a §; en effet un tel intervalle

pelt étre considéré comme une somme des intervalles:

* 1) Sur une définition axiomatique des ensembles mosurables (1), Bull, de I'dead.

~ des se, de Cracovie, 1919; pp, 173—178,
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9 g+1 +1 2
i+ <At

car deux intervalles contigus (qui ont géometriquement un point

g+1
211

commun p. e. ) petivent étre considérés comme images de deux

ensembles des parties K, £ sans éléments communs, comme il y a deur

g+1
9.

parties différentes qui donnent la méme image (p. e. ), une

partie appartenant & K. l'autre & E'.

'+ 1 1 ‘
30 et 2§ donnent ,u<§q;, q;; >=z, donec — d’aprés cg qui
scede et 3°: @ b b - i
préceéde et 3°: — u<-;2-,;, 5> =g (0<La<b<(2"; a,b entiers,

n=0, 1... fini. A tout intervalle dyadique fermé J correspond
done sa longueur comme w(J). Nous avons vu que tout ensemble

- E composé d’un point unique quelconque & de <{01>> appartient

3 & Tl ensuit d'aprés 4°, que les intervalles dyadiques ouverts —
(dune ou de deux cotés) appartiennent & & Or, si E consiste d'un
seul points il fait partie des intervalles dyadiques si courts que l'on
veut et 1° 3° et 49 donnent u(E)=0. Il sensuit que p(J)==1lon-
guenr de .J pour tous les intervalles dyadiques, ouverts ou fermés,
de <<01>. Tout intervalle de <C01> étant une somme d'un
nombre fini ou d’une infinité dénombrable de tels intervalles. 3°
achéve la démonstration du postulat II, d’aprés lequel & tout in-
tervalle J de <01> correspond sa longueur comme u(J). —
Maintenant nous pouvons affirmer sans démonstration que la
classe § est la classe des ensembles mesurables (L) de <{01> et
que u(E) est égal pour E appartenant & & & la mesure lebesgienne .
de K. I | |
L'indépendance mutuelle de postulats est une guestion & part
Sans vouloir Iaborder nous remarquons, ce qui suit: Si on appelle
(pour le moment) 3¢ et 3% les deux parties du postulat 3°, dont la

n

prémiére concerne la sommation ¥ d'un nombre fini de termes, la

séconde 3 celle d'un nombre infini' de termes, on pefit énoncer
suivamment le probléme que se pose (entre bien d’autres) M. Ugo

Broggi dans sa dissertation sur les axiomes du caleul des proba-
“ 19
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bilités 1): 3} est-il une conséqueunce de 1°, 2 et 3{? M. Broggi
donne au § 4%) de sa thése une démonstration pour I'affirmative. Pour
réfuter son résultat il suffit de citer la généralisation de la mesure
Jebesguienne pour tous les ensembles fi de lintervalle <O01>
donnée par M. Banach ?), qui-démontre Vexistence d'une fonection
u(E) satisfaisant & 1% 23, 37 sans satisfaire & 32 1a w(K) est égale
2 la wesure lebesguienne de B, si I est mesurable (L) et u(J0)=u(L)
si K est congru & I le domaine § contient tous les ensembles
ponctuels de <C01>. M. Broggi considére deux fonetions dif-
férentes satisfaisant & 19, 23, 80, u(k) et w'(F) et il pose immédiatement

wo==[(u)

# étant le symbole d'une fonetion univoque. Je ne crois pus que
cette maniére de raisonner soit admissible. ‘

§ 2.
Les applications du principe démontré au § 1 sont immédiates:
1. La probabilité d’'une partie déterminée comme p. 6.

orOVQY. ..
est égale i la mesure d'un ensemble compusé d'an seul point, done
& zéro. Zéro pefit done représenter la probabilité d'un Gvenement
possible. Nous appellerous un évenement dont la probabilité est zéro
presque tmpossible et un évenemnnt done la probabilité est unité
presque cevtain: I1 est ainé de voir que la presque-certitude d'un dve-
nement n'implique pas sa certitude. |
9. Soit @) une fonetion positive, indéfiniment eroissante et ¢
une constante (= indépendante de n) qui pefit avoir aussi les valeurs
400, —co, Quelle est la probabilité que pour ¢ et (! donné on ait
(1) lim sup v(n) ==
| weroo (P (1)
si »(n) désigne le nombre de coups noirs qui se présentent dans
les » prémiéres épreuves?

1y Die Axiome der Wuhracheinlichkeitarochnung, Gittingen, Disturich’seho Uni-
vorsititsdruckerel, 1907,

2) loe, eit., pp. 16~--19.

% Sur le probléme de la mesure, Fanduments mathomaticae LV, Varsovie
1928, pp. 7 88,
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Je dis que cette probabilité ne peiit &tre que 1 ou . En effet.
en se servant de ndtre principe, nous avons seulement & chercher
la mesure d'un certain ensemble ponctuel (dont la mesurabilité est
facile & démontrer')). Cet ensemble £ est évidemment I'ensemble

“des points de <{01> dont les developpements dyadiques satisfont

a (1) en interprétant »(n) comme le nombre de z¢ros parmi les n
prémiers chiffres. Soient e, f deux pombres de <<01> différant

d

€ ges 4 étant un nombre naturel. Eu excluant les nombres ¢ dont

le developpement n’est pas unique et qui forment un ensemble dé-
nombrable les mesures ne changent pas; nous pouvons donec dire
que les developpements dyadiques de « et § ne différent que par
les ¢ prémiers chiffres tout au plus. La limite 1) aura done la méme
valeur pour a et pour §. Il s'ensuit que « et § appartiennent tous les

.

deux & E ou hien fous les denx au complémentaire de E. On voit

. 1
que la mesure de & dans <{0,5-> est égale 4 la mesure de E
d 1 2 sgale. 5 la mes 21
ans <§, §7>'” gale- i la mesure de E dans <5 1>.
Tout intervalle pouvant étre approché par des intervalles dyadiques,
la mesure de E est tonjours égale dans deux intervalles de longueurs
égales. Done la ,densité® de £ est constante et K ne pefit avoir

que la mesure 0 ou 12). ¢, q. 1. d.

1 -»(n)

pln]
évidemment mesurable, car son image géométrique consiste d'un nombre fini des
segments rectilignes paralleles 4 I'axe des a. la limite supérieure d'une suite des

est une fonction du nombre dévéloppé e, fi(a); fx (@) est {comme »(n))

fonctions mesurables est elle méme mesurable, done lim sap % est une fonction
mesurable g(a): les solutions de I'dquation glai= (" forment par 14 un ensemble
mesurable.

%) Supposous. par I'impossible, 0 < k<1 et soit mix) la mesure de la portion
de B contenue dans l'intervalle 0, x>>. Deux cas sont & distinguer ou bien
m(1)=0, alors k=0; oun bien m(1)>>0 alors quel que soit £>0 T’ensemble E con-
tient un sous ensemble parfait  de mesure plus grande que m(1)—e. L’ensemble
parfait P peut &tre couvert par ur nombre fini d’intervalles (@, , &1, (@4, B)- .-
(g, By de longueur totale comprise entre mil)—e et mi1)-}-¢. Puisque, par hy-
pothése m'(x) — & partout, on a: m(‘f}i) — mie;) = k(B — a); par suite

E"’{m(ﬁ‘) — m{e,)] = k’i"’(ﬁi — a) < k{m(1) + £} P étunt un sous-ensemble de
i=1 §=1

K la mesure de la portion de P-contenue dans < g, ;> nest pas supérieure
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 En interprétant #(n) arithmétiquement la lmite supdérieure (1)

~ devient une fonetion de e, ¢ étant le nowmbre dont on considére le
"développement. Je dis que cette fonetion de o est égale presque

- partout & une constante. En effet,

le raisonnement de tout b I'heure

prouve que eette fonetion — qui est évidemment mesurable comme
limite supérieure d’une suite des fonetions mesurables -~ possids

des périodes de longueurs o, ¢ étant un nombre natarel arbitraire,

_quand ou néglige un certain ensomble des @ de mesure nulle. Uy
" théoréme connu de M. Burstin!) nous assure que cette fonetion

est uno constante presque partout.

3. La détermination de ¢(n) et de ¢ do manidre que Ja. probu-
bilité de (1) soit 1 est facile, quand on suit la voie inverse, b savoir
quand on part de théordmes du caleul élémentaire dos probabilités,

En effet, le théoréme de Berno ulli affirme que, €20, 129720
étant donnés, on a pour 7 > N(e, n)
vin) 1

So——

0 2

(2)

avec une probabilité qui surpasse 1— 7.

Passons & nos images; Fensemble T de puints dont les dévolop-
pements ont la propriété de remplic Pinégalité (2) b partir d"un
certain n a dans < 01> une mesurc plus erande que 1 -7 Par
un raisonnement identique & celui des N proeédents on conelut
que cette mesure — qui est > — est 1. Done presque tous loy
points ont la propriété (2) Désignons par D(¢) l'ensembie i mesure

g,,p‘
28
™ *

[ u]
nulle de points privés de cette propriéts; 2‘1)(;};) aure aussi une

s ]
Y]

) . | \ \ Y “'. .
mesure nulle Les points @ n’appartenant pas & zl)(;;;-) rotn plis-
T e ;
gent tous linégalité

b g(B) —m(ae,); done on s (1) —m g mon (/ N Sl )= m(e) | km(1)4-¢].
Yost-h-dive: m(1)-—a<lhm(1)-f-ek, En passoot A ta limite pour =30 m(1)=shm(l),
d'ou tonant compte do co quo m(1) >0 dans lo cns considéed ot k= 1 pur wa
pature méme, on déduit k==1 e. . f. 4, '

1) Ubor oine spewiclle Klusne reoller periodincher Janktionen, Monntshofte v

Mathomatik und Physik, XXVI; § 2, Sats 8, pp. 284 280,




ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Les probabilités dénombrables eic. ‘295

f(_n}_..'l /1
o 21 > m

pour x> Q(a, m); m étant si grand que 'on veut ces points rem-

. plissent ]a relation

v(n) 1

o M 2

et la mesure de leur ensemble est unité dans <C01>. Clest pré-
cisement le théortme de M. Borel sous sa forme arithmétique;

or, nos postulats et le principe d’équivalence permettent de passer

immédiatement & I'interprétation originale.

‘En réalité M. Borel a démontré son théoréme pour une base
quelconque ,¢“ au lieu de ,2¢). Cela revient & caleuler la probabi-
lité pour des parties ou il y a ,¢“ eouleurs également probables.

~ On voit que presque tous les nombres « ont la propriété

v 1 o
hm 222 = = 2...¢—
=, (p=0,1,2...¢—1}

quand »,(n) signifie le nombre des fois que Ton rencontre p parmi
les n prémiers chiffres du developpement ¢-adique de . Si E(g)
désigne I'ensemble (de mesure nulle) de nombres privés de la pro-

o0

priété en question pour une base donnée y, on voit que ZE(Q)

g=1 ‘

a une mesure nulle. Done presque: tous les nombres ont cette pro-
priété par rapport & toutes les bases g, que la fréquence relative de
tous les chiffres est égale. Ce sont les nombres que M. Borel appelle
absolument normaux. La détermination effective d'un tel nombre
était — d’aprés l'opinion exprimée en 19091) par ce géométre
ingénieux — un probléme trés difficile; M. Sierpinski & résolu
ce probléme en 1917 %)

4. Soit {c,} une suite numérique. Quelle est la probabilité qu'en
tirant les signes + — d’une urne qni contient toujours autant
des bhoules @ que de boules @, on rendra convergente la série

@ Sar

n=]

1) loc. cit. p. 261.
% [Une démonstration élémentaire du théoréme de M. Borel sur les nombres
absolument normaux et une détermination effective d’un tel nombre; Bulletin de I

8ociété Mathématique de France, t. 45, 1917.
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Je dis que cette probabilité est égale 3 la mesure de l'ensemble
I des points @ (0<Ca<C1) pour lesquels la série

oQ

s

"l
est convergente, en désignant par {f,} la suite des fonections défi-
nies par les égalités:

ok k+1 k=0,1...2"~ 1
Jalt) == (—1)*  pour "2'”'3'(‘\ < ;:. : (“ ; )

n==1,2...
f;l(l) #‘m l"
Démonstration. IF s'agit de la probabilité pour que la suite:
+ —...-... appartienne A& un certain ensemble de telles suites

4 savoir & l'ensemble S qui est caracterisé par la propriété de
rendre (4) convergente. Faisons correspondre & -+ le chiffre 0, & —

le chiffre 1; ainsi & toute suite {4} nous ferons correspondre un
nombre |

a=0a0...qa,... (;=0 ou 1 pour tont i).

A lTensemble S correspond un ensemble ponctuel I et nous savons —
par nbtre principe d'équivalence — que la probabilité cherchée est
¢gale & la mesure de P pourvu que P soit mesurable. Or P est
identique & B quand on néglige les nombres & développement dya-
dique ambign. En effet, d’aprés la définition de f,

0

Jola) = i suivant que a,lF_—..]

e

quand 0, @, a,... e, est le développement unique de @; il s'ensuit
que

. (e} (s =]
ek =2 %
nwal nexl

terme & terme. Donc pour que la suite +...+4 appartiene & § il
faut et il suffit d'une part que Pa correspondant appartienne & P et
il faut et il suffit d'autre part que « appartienne i K. L'identité de
E et de P est donc démontrée en négligeant un ensemble de me-
sure pulle. OUr, & est évidemment mesurable, comme ensemble des
points de convergence d'une série des fonctions mesurables. Il s'en-
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suit (que P est mesurable et) que la probabilité de la convergence
de (4) est égale & la mesure de E.

D’aprés un théoréme récent de M. H. Rademacher 1) sur la conver-

o

gence des séries Zc,f,(t) ou {/.t)} est la suite définie & la page

N}

précédente, la eonvergence de

o

B

P
n=1

suffit pour rendre convergente presque partout la série

).

e |

Si done p. e.
¢ —-—i ou ¢, = —1— ou plus généralement ——0( ! |
== T e p g : Cn == W(l'og n)*izﬂ)’

la probabilité de la convergence de 2 + ¢, est égale & 1.
' n=l )

Il est aisé de voir que les suites {c,} for ent deux cathégories:

oc

celles pour lesquelles la convergence de 2 + ¢, est presque cer-
nwal

taine et celles pour lesquelles elle est presqne impossible.
En effet, toutes les fonctions £, & partir de Ian ¢ 4 l-iéme ad-

mettent 9!; comme période dans <C01>>. L'ensemble E des points

de convergence de Jc,f, ne dépendant pas de g prémiers termes,

i 1 1 2 20—1 -
la densité de B dans <0, 5> gy 5> -0 <y 1> est la
méme; or g est arbitraire, donc la densité est constante et E est
de mesure 0 ot 1 e. q. f. d. |

s) Einige Sitse iiber Reihen von allgemeinen Ortbogonalfinktionen, Msthe-

matische Annalen, 87 (1922), pp. 112—138; Bpéqia_lement le chapitre VI.
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§ 3.
5. On a démontré plusieurs fois 1) rigoureusement le théoréme sui-
vant di & Laplace:
»Bn désignant par »(n) le nombre des coups noirs & n épreuves
et par f(i, n) la probabilité que lon ait

vin) 1 <J_ (¢ >0, n==u.naf.)

n 2 V2_r;)

()

on aura

. [1
- ‘]

lim f(¢, n) = m{—/e “dv

¢ étant constant®.

En désignant par F(f, n) V'ensemble des points pour lesquels le
nombre »(rn) des zéros du développement dyadique satisfait & (D) et
par X la mesure de X quelque soit 'ensemble mesurable X, nous
aurons pour l’ensemble limite restreint Z, de la suite {F(t, n)} liné-

galité:

PAE 11m|.lf'(t n)|--—11m f(t n) = V_. f e~ dr < 1. Or, Pensemble

S(#) des pomts pour leaquals on &

lim sup |/2n

e OO0

l n) 1

est par définition de Vensemble-limile restreint?) et du lim sup une
partie de Z,, nous aurons done

SWI<IZ]< 1,
ce qui entraine d'aprés un raisonnement analogue au § 2, N° 2

|8(¢) | =0

1) p. e. C, Jordan, Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique, prémibre édi-
tion, Paris, Gauthier-Vilars, 1888, tome II, pp. 187—190. M. Bernays u donné
dans un cours professd i Cloettingue tous les calculs néeéssaires pour cetto dd.
‘monstration, o

%) IL’ensemble limite restroint de {E.} est par définition E(H;, I'onsemble
O
limite complet est le complémentaire i I'ensemble limite vestreint do (B} si

E, ddsigne le complément do E,.
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On a done ZS(IG) ‘ = 0. En dehors de 2 ,S(lc) — done presgue

k=1 k=1

partout — on aura d’aprés la définition de S(k)

(6) lim sup V—n (n) _ _‘ —

R 0Q

Considérons maintenant l'ensemble-limite complet Z de {F(i, n)}.
Nous aurons |

| Z.| = lim | F'(§, n)| = lim f(¢, n} = —V: fe“’d'z > 0.
N OC n—»00 Y1
0
Or, I'ensemble I(#') pour lequel on a

lim inf |20

contient Z, si #' > ¢ d'aprés les définitions du lim inf et de l'ensem-
ble-limite complet; on a done

()| = 2] > 0. | Lit)| =1

fv(n) 1 |

t’

On a done presque partout

lim inf V—

n—0Q

i@_}.

tl

# étant un nombre posmf arbitraire cela entraine

.’*.’L"_‘__l_.,.o

(1) Iim inf V:‘Z_l—

DD

presque partout.
6. Démontrons d’abord une inégalité plémentaire:

2(;) @p—nt KPZE—1UA

pa=(
k, n, étant des nombres naturels et (2k—1 ') désignant le produit

1.3.5...(2k—1).
Si n = 1 Vinégalité devient évidente pour tous les k:

(1)(0— 17 + (0)(2— << 2. (2k— 1)l

En procédant par induction nous éerirons
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o

(n;‘;l) ap—n—1)* = 3(2) eo—n+ "+ p-n—1y =

pe=(}
n 5 2k PYA) »
_—_—2(20 2[(up~—-n)+( 2)(2}0-—-—%) +...+1]< (en supposant (8))
p=i '
<zf(2E—1)t (2216)(2]{m Bllat 4.4 1];
or

(lemme) (gf)(?k-ﬂ 2 — DU (/c )(2/r — Dl pour <k,
car

2. —1. 2=l o g kbl sl

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

1.2...2s 1.2..
2k—1...3.1
si 1l est vral que
2k . 2k —2...2k—25 42
s+ 1.54+2...28
et cette derniére inégalité est une conséquence de
22 (s+1)(s4+2)... (545)

qui vaut pour tout s naturel. Le lemme donne:

<k b—1. . hk—s+1,

" el

2 (n—{—p) 2 o e 1P 27H1(20 — 1)1 y(/c) .
r=0

pe=()
== 2" M2k - 1) (n+ 1)
ce qui achéve la démonstration !).
La condition nécéssaire et suffisante pour que parmi les n pré-
miers chiffres du développement dyadique d’un nombre @ il ait p
zéros et n—p unités est que « soit situé dans un intervalle appar-

tenant & une certaine collection composéde de (z) intervalles n’em-

: | 1
piétant pas I'un sur l'autre dont les longueurs sont gn° La .somme

1) Jomprunte i un cours litographié de M. Bierpifiski (liéopol 1918, Teoryn
mnogofci II, p. 147) lindication que M, Madzia a employé linduction pour
k=2 M. Hausdorff (loe. cit.) mentionne I'existence d'une indgalité pour tout
k fixe.
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nyl .
des longueurs est ( p)ﬁ*' n étant fixe, considérons tous les inter-

valles I, tels que les p correspondants remplissent la condition

p

n

9) >e (e > 0).

La somme des longueurs pour p fixe étant ( p)“ et les collections

correspondantes aux différents p n’empiétant pas l'une sur Pautre,
la somme des longueurs de tous les I, sera

£ N
30

le symbole 2 signifiant que l'indice p» ne prend que ces valeurs

*

r

0,1,2...n qui obéissent & (39). On aura (pour %k naturel)

S(E-3 =301 305

p=0

et par conséquant

j‘(;)—.} < FEE Ser—ir < oo ®)
' 9

) 4 p=

@Dt 1 K _K.e > 2nk. &
o~ 2 (2ne?) T (2neY)t (2nety*

Le prémier terme est la somme des longueurs des I, (qui sex-
cluent mutuellement), dans le dernier terme de l'inégalité posons

2ne? = (1+njlogn (n>=>3)
k= [(1+7)log ]

— = étant positif et moindre que 1 et [z] désignant la partie entiére
de z — et bornons nous aux #>>2. On aura: somme des longueurs des

L1 ) log e s Y S Tog ] _
s <l € (T Tog nf+ Tog =]
Jlog »

< gt gty loen|Dn (] +"7.) Tog n < 2e3)/n -
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En désignant par Z, lensemble composé de tous les [, (n et n,
et par conséquant £ étant fixe) on aura done

, —JTog »
|4,] <2 m— (n == 3).

L'ensemble-limite complet [, de la suite {Z,} a une mesure
nulle, car la série |

v Vlogn
.29 MEX

o0

' . . "y
et a fortiori la série 2|Z,,| est convergente. En dehors de L, on a

naal

»(1)

(10) lim sup |/ —— | =

- log m

1 FR—
glél/-wm;

En eﬂ’et,v si @ n’appartient pas & I, il n'appartient pas aux Z, & partir
de n=N(a); si »(n) désigne lo nombre de zéros parmi les » prémiers

chiffres de o le fait que o n’appartient pas b Z, se traduit par

l'inégalité contradictoire & (9):

V(2 1
5 é‘l S ¢
qui équivant &
I rp(n) 1 S
ogal n 2 SV

en vertu de la valeur donnde & e. Cette derniére inégalité vaut

- pour > N(a) et implique par la (10). I, ayant une mesure nulle

(10) #'applique & presque tous les e; or 7 est arbitrairement petit,
(10) entraine donc

— |
(11) lim sup TB.:«%{ ﬂgflm—-%‘ﬁ:gl

presque partout.
(11) pelt aussi étre interprétée comme il suit: il est presque cer
tain que Pécart absolu entre § ot le quotient du nombre des coups

: eal | Tog n .
noirs par le nombre total n des coups ne surpasse pas /- g, DOUF

les parties trés longues. L’expérience confirme aussi ce resultat.
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8 4.
7. Du point de vue du calcul des probabilités il n’y a rien de
changé si l'on considére les coups dans un ordre différent de lear

~ ordre naturel ou bien sl I'on considére seulement les coups appar-

tenant b une suite partielle déterminée (p. e. les coups aux indices
pairs) en ignorant tous les autres. au lien d’envisager tous les coups
comme ils se suivent dans leur ordre naturel. Cette remarque presque
banale & ce point de vue conduit & certaines conséquences arithmé-
tique en vertu du principe d'équivalence. On voit ainsi p. e. la va-
lidité de la formule (11) pour presque tous les nombres, quand
»(n) signifie le nombre des zéros figurant & la 2iéme, 4itme 2yitme plaee
du développement dyadique. Un autre exemple fournit le probléme
de determiner la mesure de l'ensemble de fous les nombres dm
<01> qui montrent O comme @, ™., g-#me . chifire du deve-

loppement g, étant une suite d'indices donnée (p. e. p, = 10'°") Le
calcul des probabilités donne immédiatement 2éro comme réponse,
car telle est la probabilité de tirer toujours ,noirs“ & la g, o™ ...
o,tme . épreuvé; en effet on écarte les coups d'indices =g, et on
obtient ainsi une seule partie, dont la probabilité est zéro.

Ce raisonnement nous permet d'énoncer les théorémes

suivants:

I. Soit 4 un ensemble ponctuel mesurable situé sur lintervalle
<01> et {_Q,,} ‘unne suite & termes naturels et différents; soit B

Tensemble de fous les nombres de <01> dont les chiffres d’indi-

CeS 0y, Op.-- On... que nous appellons @, a,... @,... donnent pour
valeur de la fraction dyadique infinie

0, a\5... @,...

un nombre @ de 4. B est mesurable et sa mesure est égale i celle
de A4, _ ‘

Démonstration: A est mesurable, I'ensemble des parties cor-
respondantes a done une probabilité déterminée (d'apres § 1), D’aprés
la remarque du début de ce § cette probabilité est égale a celle
de I'ensemble correspondant & B. B est donc mesurable et |B|=|4]
c. q. f. d. | | .

IL Soit A4 un ensemble ponctuel situé sur <C 01>, soit ¢, la
suite définie au théoréme I et B un ensemble composé seulement
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des nombres ayant la propriété supposée dans I'énoncé du théo-
réme I; alors la mesure extérieure de B ne surpasse pas celle de A.
Démonstration: Remplagons 4 par un ensemble mesurable

A qui contient A et dont la mesure est égale & la mesure oxté-

rieure de A !), remplagons B par up ensemble B qui contiont seu-
lemoént et tous les nombres ayant la propiété signalée pur rapport
4 4; les ensembles A et B vérifient les conditions du théoréme I
ce qui implique la mesurabilité de B et |B|=|4]. Or BCB,
| 4| = mesure extérieure de .4, done: mesure extérieure de B < me-
sure extérieure de 4, c. q. & d. |

III. Si A et B sont deux ensembles ponctucls de <012, {0.}
une suite & termes naturels différents et {0,} une autre guite du
méme genre et si les chiffres d’indices @, 0a-.. Q. d’un nombre de
B donnent toujonrs un nombre de A et les chiffres d'indices oy, 0y... 0,
dun nombre de A donnent toujours un nombre de B3, alors le
mesures extérieures de B et B sont égales.

Démonstration: Théoréme I

On pourrait rendre les démonsirations ci-dessus tout & fait
exactes en prouvant rigoureusement (i l'aide des postuluts du § 1)
que la probabilité qu'une partie appartienne & un ensemble deos parties
caractérisées par les propriétés du pieme g sibme - eoup ot dd-
finie et égale b la probabilité qu'une partie apartienne & un ensem-
bles des parties dans lesquelles les mémes propriétés conviennent au
ler, Qitme pidme coup, si cette dernitre probabilité est définie. Cela
reviendrait au fond & démontrer directement les théordmes I, XX, III
L Yaide de la théorie de la mesure. Or, nous eroyons que les dé-
monstrations du texte qui s'appuient sur le principe d'équivalence
dune part et sur la remarque générale du début de ce §, qui est
évidente du point de vue du caleul des probabilités sont i la
fois persuasives et naturelles, Néanmoing nous indiquons & la fin de
Pouvrage le chemin exacte. (N° 10). |

8. Appellons avee M. Borel ,normal* un mombre « dont le dé~
veloppement satisfait i la relation (3). Appellons a normal par rap-

) 8 A, ot wn onsomblé ecompond d'une infinité dénovabrable d'intervalles tew
1 £

que g DA ot yue |An| e 008, 0XE, A < - alovs L A, oat Ponsemble chorehd 4.
1

1"aprés la définition do mesure extérioure les 4, oxistont.
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port & @ (aRf) si les chiffires du développement de & qui oecu-
pent les mémes rangs que les chiffres 0 du développement de B,
considérés & eux-mémes satisfont & (3). D'aprés la remarque du

Ne 7, B étant fixe et :}:—g;(pz(), 1,2...n=0,1,2), presque tous

les @ de < 01> sont normaux par rapport & B. Nous allons démon-
trer, que l'on a méme le théordme:

»Tout @ normal est normal par rapport & presqtie tous les j.
Démonstration: Soit @ un nombre normal déterminé et

- soit k;(») lindice du v-iéme 2éro dans le développement de a (Si

p- . a=0,10110..., k(1) = 2, k,(2)=05). Considérons mainte-
nant les chiffres de § qui occupent le k,(1)-iéme... k,(#)-iéme rang.
En désignant par N,(¥) le nombre des zéros parmi ces chiffres

nous aurons — pour presque tous les § —
an i [ MG) 1y

paoo! v 2f—

comme nous avons démontré par la remarque générale du débui
du § n® 7. Soit k,(p) lindice de la g-idme wunité dans le dévelop-
pement de a. Si N(g) signifie le nombre des zéros parmi les chit-
fres de § occupant le %,(1)... ks(¢)-iéme rang, on aura pour presque
tous les g

(13) © Iim N*(") I_o

B> 00O

Considérons seulement ces chiffres de a qu fon face aux zéros
de B et effagons tous les autres. De #(n) premiers zéros (que l'on
trouve parmi les n premiers chiffres de @) il resiera seulement
N,(»), de o(n) prémidres unités il restera seulement N,(p). Je dis.
que (3), (12) et (13) impliquent

N, (»(n)) 1
(14) lim ,6) + Nl 2

En effet: Nl(w) z% +o(¥), #n)= g ~+ o(n)

Ny(o) =5 +ole) el) =5 +o(n)

&

Fandaments Mathematicae IV.
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ce qui implique

N@)= + o5+ o) =} +oln
Ny(0) mz-{- o(n).

D'autre part (14) conduit au théoréme proposé; Ny(v) est le
nombre des zéros non-éffacés, Ny(») 4+ Ny(e) le nombre total des
chiffires non-éffacés qui restent de n prémiers chiffres de @, (14)
donne ainsi a fortiori:

4 N1 - ]
(16) lim *7 =

New0

pour presque tous les 8, ol N, désigne le nombre des zéros non-
éffacés parmi les N prémiers chiffres nou-éffacés de a, ¢. . f. d.
Pour démontrér le théoréme inverse & savoir:
Si @ est normal par rapport & presque tous les §, a est normal¥,
supposons le contraire; cette supposition équivaut & l'existence d'une
suite croissante des mombres naturels {n,} telle que

v(n,) = 3H, + 0 (M)
o(m) = (1 — g + o(m)

avec 3=14, les notations étant les mémes, que nous avons employé
tout & Vheure. En répétant le procédé expliqué pendant la démou-
stration du théoréme directe, nous trouverons — pour presque tous les
§ -— parmi ces chiffres de & qui restent de n, prémiers aprés avoir
“conservé seulement ceux qui font face aux zéros de B. Ny(»(n))
zéros et Ny(o(n,)) unités. Les formules:

M) =15 +o0) Ne)=5+o(e)
~avec (16) donnent
Ny () = . + o (it o(m) + o)

|
C Nyfelm) =g o (L — ghme+ o) + Bo(m)s
on en déduit |
4 ) A
Ny (w(ny)) == g 1y, =+ 0(ny), Ny(oy(ny))==" A2~~—»3’«~m + o)

et

. N (9(”&))
TR\ \CL)
B 5. tu(nd)) + NyGe(mey = 33
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pour presque tous les 8, contrairement 3 I'hypothése du théordme.
Nous voyons aussi quil suffirait de supposer que e est normal par
rapport & un ensemble de § de mesure extérieure positive, pour
conclure que @ est normal. La condition nécessaire et suffisante pour
qu'un nombre soit normal est qu’il soit normal par rapport & pres-
que tous les nombres.

9 Au lien des probabilités égales pour srouge® et _mnoir®
introduisons le cas. plus général, ol ces probabilités sont

Prqp>0,¢>0,p+g=1).

Nos postulats du § 1 s'adaptent encore & ce cas si I'on change
convenablement 23: '

1 E et E’ ne different que pour le i-idme coup® (i< n), ce

coup étant rouge pour En' et noir pour Eﬂ’, on a‘u(E"):y,(E?’) =p:qh.

A toute partie infinie a -on fera correspondre un développement
dyadique comme au § 1, mais on lira ce développement comme a,
étant défini par lintermédiaire de formules suivantes:

~DoIr
44
prouge

(A¢f) a=[0,a,a,...q,..] a‘:(l) pour

au 1-dme coup;

(déf.) [0, 0}=0, [0, 1]=¢ 0, a, a;... @, &, 1,]=[0, &, @;... @, si @, , =05

u-—-:? :’a -
(d8£) [0, @; ... @, @1 ]==[0, @, @s.. @]+ q.q 1ot p fl ‘8 @, =1

(déf.) 0,0 a...a,. 1] =Iim [0, o, @, ... a,].

Géométriquement: on divise <{01>> & raison de ¢ : p et on pose 0, 0 ou

‘0, 1 suivant que le nombre que nous voulons développer tombe

a gauche ou & droite du point de division; aprés, on divise les
deux intervalles ¢, p chacun d’une maniére semblable (& raison ¢:p)
ce qui donne le 2ieme chiffre du développement et on procéde ainsi
indéfiniment, ce qui fournit une suite des chiffres a;, @,... et il
n'y a ambiguité qu'au cas ou ¢ serait lui-méme un des points de
division; ces nombres exceptionnels (dont Yensemble est dénombra-
ble) donnent deux développements différents. Nos formules aprennent
comment il faut calculer le nombre développé a si les chiffres {a,}
sont données.: | . |
Maintenant il faut répéter le raisonnement du § 1 pour obtenir
les postulats de M. Sierpifiski Les probabilités des ensembles
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de parties a seront encore égales aux mesures lebesguiennes des

ensembles des @ correspondants.

Le théoréme de Bernoulli, que

»(n)
==

q

< g pour »n > N(g )

avec une probabilité qui surpasse 1—, fournit

lim ai%z—)» =g¢, lim Q(n) =p

Bz P (]
pour presque tous les a, »(n) (¢(n)) désignant le nombre de zéros
(unités) parmi les n premiers chiffres du développement dyadique
généralisé conformément aux indications de ce N°

Le théoréme de Liaplace affirme que la probabilite f(¢, n) de
l'inégalité
M) _g|< B (4>0)

n '/"

tend vers
¢

—-1-;: e~vdr
. V”o

avec n-—»oo, si t reste fixe; ceci fournit

lim 29D "
I nf 254

pour presque tout les @ Nous u’insistons pas d'avantage sur ces
généralisations et nous remarquons seulement qu’il fant sans doute des
nouveaux artifices de caleul pour obtenir une formule analogue
A (11).

Quand on remplace la base 2 par unme nutre base queleconque
(p. e. 10) on peut étudier les probabilités des parties b plusieurs
cas possibles (p. ) i chagque épreuve (p. e. 10 cas).

10. Pour démontrer rigoureusement les résultats du N° 7,1l faut
établir le théoréme suivant:

Si B est un ensemble des parties ayant une probabilité définie
w(E) et si Ion considére une suite des indices différents iy, 4, ... 4, ot
l'ensemble [ des parties que l'on obtient en faisant correspondre
3 toute partie a de J fowfes les parties « dont les ¢, 3;... 3, idmew

:"{"OO

v(n)
ey =

n
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coups sont identiques au 1er, Jieme p—itme  coup de g. alors la
probabilité u(E) de E est définie et égale & p(E).
Démonstration. Changeons la définition de la probabilité
comme il suit: conservons les postulats do § 1 avec la seule mo-
dification que £ regoive une nouvelle signification; & savoir celle
de l'ensemble de toutes les parties & i,—¢r, i,~1me .., j —'¥me coups

données. En employant pour E la vieille et pour E la nouvelle

| définition de la probabilité on obtient évidemment la méme valeur

de u pour E et pour E. Or, ponr rendre ce raisonnement valide
il fant démontrer encore l'équivalence de deux définitions. En fai-

sant correspondre 3 K et & £ les ensembles ponctuels comme au
8 1 nous retombons précisément sur le théordme I du N° 7 con-
cernant les ensembles ponctuels 4 et B, qu’il faut maintenant établir
directement, sans I'aide du caleul des probabilités.

A cet effet remarquons d'abord que la correspondance existant
par hypothése du théoréme I du N° 7 entre A et B. donne
pour A’, partie de 4, comme image B, partie de B, pour limage
d’une somme la somme des images, et'pour I'image du complémentaire le
g -q+1

STTA > (n=0,1...q=0...2"—1)

complémentaire des images. Si 4 est <

le B correspondant consiste d’un nombre fini des segments non-
. 1 o

empiétants dont la longueur totale est > (=|4]). Il gensmt que

I'image B d'un ensemble A dun seul élement est de mesure nulle.
Maintenant on voit aisément qu'a tout ensemble 4 identique & un
segment (ouvert ou fermé) dont les extrémités sont de forme
—22,,, éq;('n::O, 1,...p=0,1...2%¢=0,1... 2, p<Lg) correspond un
B de méme mesure, consistant d'un nombre fini des segments et
d’un certain ensemble O de mesure nulle. Ce résultat s'étend sur
tous les segments & extrémités dyadiques
a q
(%, Zin=0,1...m=0,1...,p=0, 1...2"‘,\9:0,1...23—‘%<‘_§;).
Soit 4 un ensemble mesurable; on peut enfermer les points de A4
dans un systdme des segments dyadiques non- empiétants de longueur
totale proche de | 4| et on peut enfermer Pensemble complémen-
taire & A (par rapport 3 <(01>) dans un systtme analogue de
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longueur totale proche de 1-—|4|. Si B est Pensemble correspon-
dant & 4, les systémes correspondants aux deux systémes définis
tout & I'heure auront comme longueurs totales les mémes nombres;
un de ces systéme enferme B et sa longueur totale est proche de | 4|,
l'autre enfermé le complémentaire & B et sa longueur totale est
proche de 1-— | A4}, il faut done que B soit mesurable et | B|==|4|

c. q. f. d. 1)

£y M. ¥, Berstein a publié en 1912 dans les Muthematische Annalen (vol. 71,
pp. 417 —489) un travail sur Papplication de la théorie des cnsembles & un pro-
blame de la théorie des perturbations séculaires. 11 démontre entre d’autres — ¢ommo
M. Borel dans le travail cité (Chap. LI, 264—R269) — des résuliats intérossants
gur les fructions continues. La méme question est auesi traitée plus tard chex
M Burstin (loc: ¢it ). Or, dans tous ces travaux ,probabilité* n'est qu'une exprossion
pour ,mesure” (B ot L) ou bien clle n'intervient pas du tont. Dans los deux cos
le lien qui attache le vrai caleul de la probabilité dos jeux & la mesurc reste
caché, La dualité qui fait correspondre i tout théoréme d'un domaine un théo-
réme analogue do I'autre domaine n'y apparait pas encove d'une maniére nette,

Groettingne, 18 juin 1922.






