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Sur un corps non dénombrable de nombres réels.
Rédigé d’aprés un mémoire posth-ume' de
Michel Souslin (Moseou)

par

Casimir Kuratowski (Varsovie).

Le but de cette note est de définir un corps non dénombrable
de nombres réels n'en contenant pas la totalité!).

1. Pour arriver & ce but nous allons construire un ensemble
parfait P; et une suite infinie Py, Ps,... P,;... telle que =P, ,+

1) Ce probléme a été publié par M. Mazurkiewicz dans Fund. Math. 1,
1920 (probléme N° 8). Un probléme plus simple, mais tout 2 fait analogue €tait
résolu par M. Lomnicki dans un art. Sur les fonctions mulitpériodiqués uni-
formes d'une variable réelle (C. R. de la Soc. des Sciences de Varsovie 1918).
Il y était question de nommer un ensemble non dénombrable de nombres réels
contenant toutes les différences x— y de ses éléments, mais distinct de P’ensemble
de tous les nombres réels. En modifiant légérement la démonstration de M. Lomnicki
on prouve qu'un exemple d’un tel ensemble est fourni par Je plus petit ensemble
qui contient tous les ,nombres de Lion ville" (cest & dire: les nombres de la
forme i%!ﬁ_]_ 1%11-!' +-i—g’-3- ) aiqsi yue toutes les différences de ses éléments.

Cet exemple peut servir aussi pour construire une fonction périodique ayant un
ensemble non dénombrable de périodes; car — comme le prouve M. Lomnicki —
pour qu'un ensemble de nombres réels puisse étre l'ensemble de périodes d’'une
fonction (de variable réelle) il faut et il suffit qu'il contienne toutes les différences
de ses éléments. La fonction caractéristique d'un tel ensemble (c'est & dire,
égale 4 1 aux éléments de cet ensemble ot égale & 0 ailleurs) admet cet ensem-
ble comme I'ensemble de ses périodes. Ainsi, en particulier, la fonetion caracté-
ristique de l'ensemble S, défini dans cette note, a une infinité non dénombrable
de périodes; celle de I'ensemble E de la formule (31 en a un ensemble non me-

surable {au sens de Lebesgue).
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m 5 "
+Vensemble de tous les nombres x-—y et —, ol x et y appartiennent

1 1 '
i R‘_q et l:b"}n ef.. ly|/>/7£.
L’ensemble
S=Pl'+_1?2+"’Pu+"'

gera évidemment un corps non dénombrable. Pour qu'il ne contienne
pas la totalité des nombres réels, il suffira de définir Vensemble P,
de telle fagon que la mesure (au sens de Lebesgue) m(S) de S soit
finie.

2. Soient f(x, y) et g(a; y) deux fonctions réelles continues pour
toutes les valeurs non nulles des arguments!). Etant doonés un
pombre ¢ > 0 et denx intervalles (fermés) [, et I,, noas désignerons
par fy(f, I,) l'ensemble des valeurs de la fonction f(xz,y) pour les
arguments assujéttis aux conditions:

(1) |a;|./>,'6, |y | =0, x appurtient & I, et y & I5.

Soit / la longueur de lintervalle /. Lorsque [, < d et [, <4
Jes r et y qui satisfont aux conditions (1) forment deux intervalles;
la fonction f(x, y) y étant continue, f3(1y, ;) est un intervalle. Cet
intervalle peut d'ailleurs 6&tre vide ou se réduire & un seul point,

Les mémes remarques concernent le symbole g¢,(I;, ).

3. Soit #>d > 0. La fonetion f(x, ) étant uniformément conti-
nue pour les arguments appartenant aux intervalles [— 7, —d] et
[4. ), on peut trouver pour chaque ¢, > O un g, tel que les conditions

i

L+ 1, C[—n +n]%), Tl‘g@ﬂ ot I, < 0y
entrainent Uinégalité f5(1, ) << o,

4, Nous allons construire l'ensemble parfait P, en définissant
son systéme déterminant. Auntrement dit, nous allons faire

. ] ') " w :
1) On pourrait se borner ici au cas olt flw, yr==u — y ol g, ¥) == y' Or, la

solution donnde par Bouslin — ne dépendant pas de cua hypothdsos spéeinles -
s¢ préte ) des généralisations considérables,
*) Le symbole X (T X¥* veut dire que I'ensemble X est coxfenu daon Y,
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correspondre & chaque systéme @, @,...a, composé de chiffres 0 et
1 un intervalle D, ., de fagon que

o ‘Dm. Clgeer (6,3 D ‘Dm Lyree @y_] T g
. 0L Ofaean “n _._.10 X 11 qg-~‘ O'.n_ll

Un nombre x sera dit élément de P,, lorsqu’il existe une suite

infinie @,, @yy-..y &,,... telle que chaque intervalle D, . a, €OD-

tient .
Soit D lintervalle (0, 1). D’aprés 3, il existe dans D deux in-
tervalles disjoints D, et D, assujéttis & la condition suivante:

L, L,... Iy
désignant la suite formée des intervalles Dy, D, et de tous les
Fu(Dsy D) et gu(Dsy D)
ot i, j=0 ou l, — on a
L+L+.. . L, <L

(Pour s'en convaincre on n'aurait qu'a poser dans le NO 3: n=1,
0=14, 0, =5 et 0, <<qhy) Les intervalles D, et D, peuvent étre
déterminés d’une fagon effective, car leurs bornes peuvents tou-
jours étre supposées rationnelles. .
Procédons par induction. Supposons que, pour un n2>2 donné,
les intervalles disjoints D,,,.. . , soient définis pour tous les sy-

stemes oy, Qs,... Cuy comi)osés de 0 et 1. En nous appayant sur 3,
nous pouvons définir une suite {D,,, ., } dintervalles satisfaisant
2 (2) et telle que la condition suivante soit réalisée:

Si 1% DY, D§,... D}, désigne la suite des intervalles {Dy, vy}
(dome Kk, = 2%),

20: pour 1< j<Cn, Di.Dji,...Di désigne la suite de tous les

intervalles
S (D, Dy et g, (D, Dy,
;-T-: 1

ou

l\<\i“‘17 Tg_.\[‘—'-l? Sﬁku tgkr;
8: d,= Y'Di,

F=0,1,..-n

=], 2,.-. kj

dans ces hypothéses on a d, << 1>
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Les intervalles D, ,,., 6tant ainsi définis pour tous les n na-
turels, 'ensemble parfait P; se trouve déﬁni de méme.

b. Soit f(w, y)==x —y eb g(w Y) = 7 . On voit aussitdt que

10
P, CD, B CZII

o]

Py CZ‘D{.

j"'Oj 11-:: n
‘WL 2,0-- kJ-

et qu'en général

On a done pour la mesure m(F,,,) Vinégalité

m(Pn—{-’l) g dﬂ "‘:\: 1
et, comme par définition |

PCPRC... PC.
on en conclut que

' m(8) ==lim d, < 1

N 0O

L'ensemble S répond done au probléme?).

Remarque sur lo mesurabililé des corps numérigues.

Dans un article Sur les distances des points des ensembles de mesure posi-
tive M, Steinhaus a prouvé? que, si 4 est un ehsomble de nombres réels de
mesure intérieure :#;0 ot D est l'ensemble de toutes les différences z — y ol x
et y appartiennent & 4, alors D contient un intervalle tout entier. On en conclut
aussitdt que, si un corps de nombres réels ne contient pas la totalité de ces nom-
bres, sa raesure intérieure est 0. Le probléme s'impose: existe-il un corps ne con-
tenant pas la totalité des nombres réels ct ayant la mesure extérieure —}=0%? ou,
ce qui revient au méme: existe-tl un corps non mesurable de nombres réels?

Evidemment, ni I'ensemble § de Souslin (qui est une somme d'une suite

) On pourrait démontrer que la construction de l'ensemble § déerite tout
A l’heure est rdalisée, lorsqu’on pose, en particulier:

— n

D =y,

Ao By )

Y) Fund. Math, 1, p. 100, corollaire,

%) La mesure intérieure ne peut &tre remplacée dans I'énoncé de M, Btein-
haus par la mesure extérieure. Coci résulte de l'existence d'un ensemble non
mesurable contenant toutes les différences de ses élémants. L'existence d'an tel
ensemble a €té démontrée par M, Lommicki (I, c. p. 838) & l'aide de la ,base
de Hamel“. Au méme but pourrait servir d'sillenrs l'ensemble K de la formule
(8) de cette note,
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d’ensembles fermés) ni les corps dénombrables ne répondent a ce problame. L 'existence
d'un corps non mesurable, qui va &tre établie & présent, résulte de l'axiome du
choix de Zermelo?). Chaque ensemble de mesure intérieure 0 contenant un
ensemble parfait, il suffira pour notre but de prouver I'existence d'mn corps qui
ait des éléments communs avec chaque ensemble parfait et cependant ne contienne

pas un nombre irrationnel ¢ donné d'avance (d'ailleurs, tont & fait arbitraire),
Désignons, pour un ensemble quelconque A de nombres réels, par C(4) le
plus petit corps contenant 4 et envisageons ’ensemble R{A) de tous les nombres
x tels que a appartient & C(Ad-{(x))—C(4). On voit aussitti que a peut &tre mis
w(x)

sous la forme a = ;(x)’ olt (x) et u(x) sont deux polynomes & coéfficients appar-

tenant & C(A4). Chaque z est donc une racine d'une éguation & coefﬁments appar-

tenant & C(4 4 (a)). Par conséquent, si I'ensemble A est infini, on a A}R!A)
(X désignant, en général. la puissance de XI.
Ceci établi, considérons la suite transfinie de tous les cnsembles parfaits linéaires

By, B,,... Bq.... (@ < ¢l

Q¢ désignant le plus petit nombre ordinal de la paissunce du contina.
Posons 1°: A, = l'ensemble des nombres rationnels; 2°: dqq, = Aaz"i‘(Pa D
ou P, est un élément quelconque de B, tel que & n'appartient pas & C{dg 4+ {pgl;

3°: lorsque a est un nombre limite, 4 rJ,=J§ JAg.
<X

Les p, existent pour 0 < @ < Q, car si J¢, est l'ensemble de tous les x tels
que a appartient & C(d,—(x)) — Cidgy), on & — comme nous I'avons dit —

R, <4, <B,,

o

puisque B, a la puissance ¢ du continu. De plus C{4,) < ¢
L’ensemble

® E= Y'0(4

a<9(‘

est lo corps demandé, car il a des éléments communs avec chaque ensemble par-
fait B, (i savoir: le point px) et, en outre, il ne contient pas le nombre a. Sa
mesure extérieure est domc oo, tandis que sa mesure intérieure est 0.

1) L'idée de cette démonstration est due 4 M. A Zvgmund.






