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Sur une fonction qui est discontinue sur tout
ensemble de puissance du continu.

Par

W. Sierpinski et A, Zygmund (Varsovie).

Le but de cette Note est de déduire du théoréme de M. Zermelo
( Wohlordnungssatz) 'existence dune fonction d'une variable
réelle f(z) qui est discontinue sur tout ensemble de
puissance du continu. | L

Du théorétme de M. Zermelo résulte Vexistence d'une suite
transfinie | '

(1) ‘, Biy Byy-oor Ty By v s Baryo ooy (&< Q)

formée de tous les nombres réels différents, et nous pouvons sup-
poser que cette suite est du type £2,, ol £, désigne le plus petit
nombre transfini correspondant & la puissance du continu.

b étant un ensemble donné quelconque de nombres réels, I'en-
semble de toutes les fonetions fy(«) définies seulement sur E et
continues sur FE, a, comme on sait, la puissance du continu, Or, la

“classe de tous les ensembles (linéaires) G4 (c'est a-dire produits dé-

nombrables d’ensembles ouverts) a aussi la puissance du continu.
Donc l'ensemble @ de toutes les fonctions fp(x). dont chacune est
définie et continue sur un G4, a la puissance du continu. 1l existe
donc une suite transfinie du type 2.,

(2) P )y Py (@), ey P (2o pal@)y. oy | (@< *Qc‘)

formée de toutes les fonctions de l'ensemble @, Désignons généra-
lement par I'x cet ensemble Gy sur lequel est définie et continue
la fonetion @u(x). Nous définirons maintenant une fonction d'une
variable réelle f(x) comme il suit,
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Posons . f(z;) = 2,. Or, soit @ un nombre ordinal domné >1 et
< Q, et supposons que nous avons déja défini les nombres f(z)

pour £« a. Nous définirons f(z,) comime le premier nombre de la

suite (1) différent de chacun des nombres
(3) Pe(@), ot E<a et xzell.

L'ensemble de tous les nombres (3) étant (pour tout a < £,
donné) de puissance non supérieure & celle du nombre transfini a,
done inférieure & celle du continu (d’aprés e < Q, et la définition
du nombre 2, comme plus petit nombre transfini de puissance du
continu), il existe toujours des nombres de la suite (1) distinets de
tous les nombres (3). Les nombres f(r.) sont ainsi définis par lin-
duction transfinie pour tous les termes z, de la suite (1), done pour
toutes les valeurs de la variable réelle. Nous avons ainsi définl la
fonetion f() pour tous les z réels.

Nous prouverons maintenant que la fonction f(z) ne peut étre
continue sur aucun ensemble de puissance du continu. A ce but
nous démontrerons d’abord ce

Lemme. Si f(z) est une fonction continue sur un ensemble £,
il eviste toujours un ensemble I' qui est un G, contenant E, et
une fonction fp(r), définie et continue sur T, telle que f(z)==fr(x)

sur K. :
Dém. Soit f(r) une fonction qui est continue sur 'ensemble F.

Nous prouverons que I'ensemble I' de tous les points de E=E+F
en lesquels il existe une limite unique de f(z) sur E (c'est-a-dire
Pensemble de tous les points #, de E, tels que pour toute suite
infinie £,(n =1, 2, 3,...) de nombres de E convergeant vers &, la
suite f(¢,) converge) est un (. Désignons, pour tout 2 naturel
donné, par F, lensemble de tous les poiuts de E en lesquel 'oseil-
lation de la fonction fix) relativement & E est >1/n: on volt
sans peine que les ensembles F, sont fermés et que S=E—I=
—F, +F,+F,+... Il en résulte que Yensemble S est un F,
done (E étant fermé), Yensemble I'—E—AS est un G4. Or, la fone-
ction f(x) étant continue sur E, nous avons évidemment B (C I
Si on pose maintenant, en tout point x, de T, fr{zy) égale b la
limite au point x, de la fonetion f(x) sur £, on voit sans peine
que la fonction fp(z) satisfait aux conditions de notre lemme qui
est ainsi établi.
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Admettons maintenant que la fonetion f(z) définie plus haut
est continue sur un ensemble E de puissance du continu, D'aprés
notre lemme, il existe un ensemble Gy,' I" ) E, et une fonetion fp(x),
définie et continue sur I, telle que
4) f(@)=jfp(x) pour xzck.

D'aprés la définition de la suite (2), la fonction fp.(x) est un terme

“de cette suite, soit fp(x) = @s(x), et I'=T}. D'aprés (4) nous au-

rons f(&) = @¢(¥) pour wek, done pour un ensemble de puissance
du continu de valeurs de z&I;: or, c'est impossible, puisque, d’aprés
la définition de la fonetion f(%), nous avons f(w,)=fps(x,) pour tout
élément 2. de Iy dont lindice « (dans la suite (1)) est > & et
parsuite I'égalité f(x) == @g(x) ne peut subsister que pour les nom-
bres @, de I’y dont les indices & sont L E< R, done pour les
valeurs # de I'; formant un ensemble de puissance inférieure & celle
du continu. '

La fonction f(z) est done discontinue sur tout ensemble de puis-
sance du continu, e. q. £ d.

Toute fonction jouissant de cette propriété est naturellement non
mesurable (L), puisque, d’aprés un théoréme connu de M. Liusin,
toute fonction mesurable (L) est continue sur un ensemble parfait
(dont le complémentaire peut avoir une mesure aussi petite que
I'on veut). |

Observons encore que si Uon admet Phypothése du conlinu (¢==¥,),
on obtient le résultat suivant:

Si 2% =y, il ewiste une jonction d'wune variable réelle f(x) qui
ost discontinue sur towt ensemble non dénombrable.






