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Sur les nombres dérivés des fonctions.

Par

S. Saks (Varsovie).

1. Dans son ,Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions)¥,
M, De‘hjoy a demontré le théoréme suivant:

une fonction continue étant donnée, ses quatre nombres dérivés
satisfont sur ume épaisseur pleine aux .lois suivantes: dewx nombres
dérivés associés sont égaux s'ils sont finis, infgaux si l'un au moins
est infini; deux dérivés opposés sont: simultanément finis et égaux ou
infinis et inéganz?). |

Ce théoréme a été généralisé par M™ G. C. Young aux fone-
tions mesurables, continues ou non® Une partie en a subit récem-
ment une nouvelle généralisation, C'est M. Banach qui a démontré
que l'ensemble des points ob une fonction quelconque admet
deux nombres dérivés associés égaux et infinis, est de mesure nulle 43,

Le but de cette Note est de compléter le résultat obtenu par
M. Banach; je vais donner une démonstration i Vénoncé de
MM. G. C. Young et A. Denjoy qui me semble plus simple

') Journal de Mathematiques (7). t. I, 1916. p. 106.

?) Deux nombres dérivés sont dits, selon M. Den joy, associés, s'ils .sont
bropres aux mémes cotée; ils sont considérés commes opposes, w'ils sont rolatifa
& des cités et 4 des rangs différents, Cf, A. Don Joy Sur les fonctions ddrivdes
sommables. Ball. Soc. Math, de France, t. 43 {1915) p. 162.

) Comptes Rendus. 1917. Note du 13 mars 1916, La démonstration compldte
a été donnée dans le Mémoire de Mme Young: Proc. Lond., Math, Soe. (2);
vol. 19. 1917 p. 360: Voir aussi: Hobson The theory of funections of o real

variable. (Second Edition) vol. 1921. p. 370. Les raisonnents de M™® Young y sont
reproduits avec quelqnes modifications,

‘) Comptes Rendus, t, 163, V. acesi Fund. Math. t. IV p. 205b.
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et qui s'applique aux fonctiong quelconques, méme non mesu-
rables 1) |

2. Précisons d'abord les notions. ,

K désignant un ensemble conteny dans . un intervalle (a, b), .ol
lfx fonction f(zx) est bien déterminée, je désigne par fg(x) une fone-
tlon qui n'est considérée qu'aux points de K et qui'v coineide avec
la fonetion f(x). ‘

Pour désigner quatre nombres: dérivés de J(z) jemployerai la
notation due 3 M™ Young: les symboles f+(z), f (a), f+(@), /- (x)
signifient resp. le dérivé supérieur droit, le dérivé supérieur ga:uche,
le dérivé inférieur droit et le dérivé inférieur gauche.

3. Je commence par rappeler quelqnes théorémes connus dont

-je ferai usage au cours de cet article: -

Théoréme L 1. E étant un ensemble quelconque et f(x) dési-
gnant une fonctiqn déterminée sur £ et monotone, Ju(x) admet
presque partous dans K la dérivée unique et finie?),

Théoréme I 2. Presque tous les points d’'un ensemble % quel-
conque sont points de densité extérieure de K 3).

Théoréme Y.-S, F(x) désignant une fonction queleonque, l’en-
semble des points z, ol F*(x) < F_(2) ou F—(z) < F,(2), est.an
plus dénombrable). o

4. Lemme 1. f(x) désignant une fonetion quelcongue, et E étant

1) La propriété des fonctions d'étre mesurahles est essentielle dans les raison-
nements des auteurs anglais (1 c.). En effef, on y & recours au théoréme, bien connu.
de M. Lusin sur la C-propriété des fonctions mesurables; or, MM, Sierpiniski
et Zygmund oot démontré vécomment (Fund Math. vol. 1V, p. 318) que I'énoncé
de M, Lusin ne se préte pas i Gtre généralisé aux fonctions non mesurables.

%) Le théoréme est du 4 M. Lebesgue (V. Legons sur Uintégration 1904.
p. 128, Ann de V'He. Norm. (3), 27, 1910), Dans une Note de M. Rajchman
ét'de moi (Fund. Math. t. 1V, p, 204), nous en avons donné une démonstration
élémentaire; on y trouvera aussi la bibliographie,

3) Le théoréme est du & M. Lebesgue, Plusieurss démonstrations qui élémen-
taires - 8’appliquent aux ensembles quelconques, mesurables ou non, ont été données
aprés; nous on citons celle de M. Sierpifski, publide dans les nFundamenta*

~{t. IV, p. 167). On.y trouvera la bibliographie.

‘) W, Bierpineki Bull. de. Se. de Cracovie 1913, p. 850. Nous avons
réproduit le raisonnoment de M. Sierpiriski dans la Note citée plus haut de

M. Rajehman et de mol.
- Une aitre démonstration a été donnde indépendemment par Mm¢ G, C. Young

et publide dans Aets Math. 1914. vol, 37. p, 144, On peut consulter aussi: Hobson

. op. cit, p. 869,
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un ensemble de mesure extérieure non nulle et tel, que l'un des nombres
dérivés supérieurs, p. ex. () (resp. f(x)), y est différant de + 09,
51 existe alors un sous-ensemble Ey de B tel que:

(I) me(El) > 03 . ,
(1) fs(x) admet ave points de B, la derivée unique et finie | 7 (),

(IT) zek, entraine F(&) = S () (vesp. fo(z) = Iz (x).
Démonstration: Considérons, pour fixer lidee, le nombr‘e
dérivé fH(x). Soit E, .(mn==1, 2,...) Vensemble des points & de K ol

farh) —/@ .,
h )

‘ b—a . ..
(1) Tinégalité 0 <A <-——5{3, implique:

(a, b) désignant lintervalle ol la fonetion f(z) est considérée. S ()
étant, par hypothése, différant de + oo aux points de fu, on a:

o3 . . . T
E=XE,, et l'un au moins des ensembles k, ,, soit p. ex. i I
Hym=1

est de mesure extérieure non nulle.
Posons: @{z) =f(®) — %
Done, en vertu de (1):
2) les relations 2¢E, ,, et 0 <h< b— a’ impliquent:

T’Zo

ov<x+h)h - 9(2) :___f(w+h3l-—f<w> — 1y < 0.

Divisons Pintervalle (a, b) en m, sous-intervalles égaux et n'em-
N . . ) e, — - 1 e
pidtant pas: 6y, 0y,. ., 9, 6t soit: B, .= E,pny X 0. Ory B ==

N " " v L
=2k done l'un au moins des ensembles K, ., ., 801t p. ex.
k=1

an "‘mk’
B, w1y 5t de mesure extérieure positive.
La fonction fy . () est monotone (décroissante) sur K, m, ag
En effet, les poiuts 2,y appartenant & E, .. o C B., . leur distance
. prs a—b :
est inférieure 2 — c.-b.-d. & la longueur commune des interval-
_ .
les d,, et d’aprés (2) l'inégalité » <y entraine @(y) — @(x) <0 ou
p(x) > p(y).
Supprimons de E, .., les points od ¢@(z) n'admet pas la dé-
rivée unique et finie, et ceux qui ne sont pas des points de den-
sité extérieure. L'ensemble des points suprimés est, en vertu des
théorémes L 1, L 2, de mesure nulle. Soit F, I'ensemble des points

restant. Sa mesure extérieure, étant égale & celle de M, .. ., est,
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'par conséquent, positive. La fonetion Px(%), et & fortiori Sz (®) =
== @n, (%) + nyx, admettent la dérivee unique et finie en tout point
de ;. E; satisfait donc aux conditiong (1) et (1) de uotre lemme.
Nous allons prouver que la condition (I11) est vérifide aussl,
Soit & un nombre positif et Ty un point de E,. La econdition
({I) étant satisfaite et l'smsemble By ne contenant que des points

de densité extérieure, il existe un nombre positif fq<.b — a, tel que:
My

(8) @ek et |w, — 2| < 7 entrainent: | w(w;?):z(m) 2 P (%) — &5

m, (El (Z')) 1

[Zo—ax| = 14¢

4) | [@ — 2| <19 implique:

Ey(x) désignent la partie de K, contenue dans Iintervalle (z, x,).
Soit x, un point du segment (z, —g. ,) déterminé d'une telle

maniére  qu'il existe dans l'intervalle (@ —m, x,) des points de £,

et que l'inégalité soit vérifice: |

®) p-(m)> PN —E) _,

xo""xl

Soit @, la borne supérieure des points de £, contenus dans lin-
tervalle (o7, «,). Il existe, évidemment, un point z, de E;, tel que:

(6) Bopr— N < Ty K Byy Ty — Ty < 6T — ).

b—a
m,

On a, ce. vertu de (2), n étant, par définition, inférieur a

@(x,) -— @(zz) << 0, done d’apres (5):

?

%) — ¢(x3)
P- (%) = (P(;O - -

ou:

(7) (pﬁ(wo) g ‘P(-’”o) “"""P("’s).xo — Iy — &

wo """x' xo"—ml

Or, gy (x) étant décroissante sur E,:

(8) P@) — 9@@)

Ty — Xy

d’antre. part, lintervalle (wy,z,) ne contenant pas des points de
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E,(z,) C £, on a:
m (1l (z,)) < Ty — Ty

et, en raison de (4) et (6):

Ty, — % ~ M(El (Cvz)),

/
xo"""mz wo——mz

©) o8 _HTH TR 426

Tog —% T — T TH— I

Done, z4 é_taht contenu par définition dans E, on déduit immé-

diatement de (3), (7), (8), (9): |
| p-(20) > [pulmn) — ) (14+28) —e.

Cette inégalité étant vérifiée quel que soit le nombre & positive,
on en tire: - | |
¢_(m0) 2 @a(2o), done: [ (zy) = f(%o)-

Notre assertion est donc démontrée. .
Lemme 2. f(z) désignant une fonction quelcongue, et K étant un

~ ensemble de mesure extérieure non nulle et tel que U'sn des nombres

dérivés inférieurs, p. ex. [ (z) (resp. f.(2)), y est d@}?‘érent de —oo;
il existe alors un sous-ensemble Ey de E tel, que |
I m,(E,) >0, -
(II*)  [s(x) admet la dérwée umique et finie fu(x) en tout
point de B, S | -
(LI*)  zek, entraine [~ (x) < fr(), (resp. fle) = ().
Démonstration: Soit p. ex. le‘nombreff (x) différent de —oo
aux points de K. Posons: F(z) = — f(z). E est done lensemble
des points ot F*(z) =-— f, () est différent de + oo. KEn vertu du
lemme 1, existe donc un sous-ensemble K, de E tel que les condi-
tions (1), (I1), (11I) de ce lemme sont satisfaites par K, et F(x).
Or, By(e)=—fu(a), Fa(o)= —/3(@) F_(t)= — /() dono
les conditions (1), (II), (III), du lemme précédent étant vérifiées,
la fonetion f(r) et l'ensemble £, satisfont en méme temps aux
conditions (I*), (II*), (III**) du lemme & démontrer. |
5. Les lemmes preliminaires établis, nous allons prouver les
théor@es qui fournissent ensemble l'dnoneé de Mme G Q. Young
et de M. A. Denjoy (§ 1). généralisé - aux fonetions quelconques.
Théoréme 1. E-itant I'ensemble des points of une. fonction f(x)
admet un nombre dérivé supérieur (resp. inféricur) différent de +o0

(resp. — o0), ce nombre dérivé et le dérivé opposé somt égaux el finis
sur une pleine épaisseur de B, : |
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Fa

. Déx.nonstration: Soit, pour fixer l'idée; le ‘nombre dérivé
ST(x) différent de 4-co en tout point de E. Désignons par H Yen-
semble des points de E, o les dérivés f+(x), J-(x) ne sont pas

¢gaux, et par K celui des points de E, ot T'un an moins de deux
dérivés considérés est infini,

Il suffit de montrer que m,(H+4+K)=0.
Considérons d’abord l'ensemble H et sUpposons que:

(10) | m.(H) >0.

Il existe done, en vertu du lemme 1 du § précédent, un sous-
‘ensemble H, de H tel que: -

() m(H,) >0,
ot .
(12) fa@ /(@) si: weH,,

Ju(x) existant et étant fini en chaque point de H,.

Le nombre dérivé inférieur J—(x) est donc différent de oo
en tout. point de H,. Il existe done, d’aprés le lemme 2, un ensem-
ble H, C H, tel que: . -

(13) | m,(Hy) > O;
ot ' |
(14) S (@) = ()

 aux points x de H,.

Or, les dérivées _f},;(m), Fa(x) sout identiques en tout point de
H, C H,; d'autre part les deux dérivés opposés f+(z), f_(x) sont,

_par hypothése, diftérents, en tout point de H ) H, D) H,. On con-

clut done de (12) et (14) que - |
(16) S (@) > (@),

~ aux points de. H,,

Or, en vertu du théoréme Y —S. du § 3 l'ensémble des points
ou linégalité (15) est vérifide, et, & plus forte raison, 'ensemble H,,

- sont au plus dénombrables. Nous aboutissons ainsi & une contradi-

ction avee (13). Par consequent, m,(H)= m(H)=0.
Je dis, qu'aussi: m,(K— H)= 0. |
Supposons, en effet, qu’au contraire:

(16) " m,(K — H)> 0.
Les nombres dérivés St (), étant sur H—K égaux et infinis, on a:

(17) FH(a) =f(w) = — oo,

x appartenant & K — H.
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D’aprés le lemme 2, il existe, par suite, un gous-ensemble, non
vide, K, C K — H tel qu'aux points de K, ]‘_(m) e_st supérieur
& 1 (x). done diftérent de — oco. Nous aboutissons ainsi & une con-
tradietion avee (17). Done: m,(K — H) =m(K— H)=0.

Par suite: m(K+H)=m(H) +m(E—H)=0.

" On déduit aisément du théortme demontré l'énoncé cité plus
haut (§ 1) et da & M. Banach; & savoir:

Théoréme 2. Lensemble des points ou deux mombres dérivés as-
sociés sont égaux eb infiuis est de mesure nulle.

Démonstration: soit £ Uensemble des points ou p. ox.

(18) JHx) =/, (x) = + oo

Le numbre 7, (z) y étant différent de — oo, il est d'aprés le
théoréme précédent fini sur une épaisseur pleine K; de /. Or, en
vertu de (18), £, = 0; d’autre part, m(£— &) == 0. Par suite:

m(E) = m(B,) + m(E—E,) = 0.

Théoréme 3. Dewur nombres dérivds associés d'une jfonction f(zx)
glant finis en tout point dun ensemble B, la fonction f(x) y admel
la dérivée unique sur une épaisseur pleine.

Démonstration: Soient, p. ex. f,(x),/*(x) les dérivés asso-
viés, finis aux points de £. D’aprés le théoréme 1, les égalités sui-
vantes sunt vérifiées sur une épaisseur pleine de &:

(19) SHE=/_@), f~@)=[(2)

Or, f*(x) = fi(x), /~(x) = 7-(x), on conclut, par suite, de (19) que:
FHr) = fi{x) = f~(x) = f_(x), cette égalité étant réalisée sur une
€épaisseur pleine de E.

Notre assertion est done démontrée.

6. On remarque aisément que la fonction f(x) déterminée dans
tout Pintervalle, peut étre remplacée dans nos énoneés par J () qui

n'est considérée qu'aux points d'un ensemble F quelconque, méme
non mesurable.






