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Sur 'hypothése du continu (2%=n)),
| Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Par 7' hypothése du continu (Cantorsche Kontinuumhypothese)

‘mous comprenons 'hypothése que

(1) Po=,,
c’est-d-dire que la puissance du eontinu est aleph-un.
On ne sait pas jusqua présent si la formule (1) est vraie oum

non, et il existe méme des personnes qui n’excluent pas la possibi-

lité que-ce probléme ne pourra guére étre résolu sans admetire mn

nouvel axiome. Toutefois, dans I'état actuel de la science, il sera

peut-étre ulile d'examiner les théorémes qui sont équivalents & la
formule (1), aiisi que les conséquences qm résultent de 'hypothése
que la formule (1) est vraie. et celles qui résultent de I'hypothese
que la formule (1) est fausse ('est préeisément I'objet de la pré-

‘sente Note.

i Au premier regard on {ourrait penser que la formule (1)
équivaut au théoréme que tout ensemble non dénombrable de nombres
réels a la puissance du continu. Une démonstration dune telle
équivalence peut étre en effet achevée sans peine, mais on doit
faire appel & l'axiome de M. Zermelo (Auswahlpostulat). Nous
ne savons pas, en effet. démontrer sans I'axiome du choix que tout
ensemble ayant méme puissance qué tout son sous- ensemble non
dénombrable, a la puissance , (et non plus que tont ensemble non
dénombrable — méme que tout ensemble de puissance du continu
— & une puissance supérieure ou égale A w;)?). Or, nous savons

1) Cf. mon mémoire: L’axiome de M. Zermelo ete. Bulletin de I'Acad des
Se. de Cracovie, 1918. -

| | 2
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démontrer sans l'axiome de M. Zermelo que la formule (1) entraine

que tout ensemble non dénombrable de nombres réels & la puis-
sance du continu (puisque tout sous-ensemble non dénombrable d'un
ensemble de puissance %, a la puissance x,). Done, si Phypothése
du continu était vraie, tout ensemble de points (dans un espace
4 un nombre quelconque de dimensions) serait soit fini, soit dé-
nombrable, soit de puissance‘ du continu. On en voit' déja quelles
slmphﬁcatmns lmportantes subirait la théorie des ensembles de pomts,
si 'hypothése du continu était vraie.

Or, il résulte de l’hypothése du continu lexistence d’un ensem-
ble bien ordonné de pulssance du continu: donc, dans le cas o la.
formule (1) était vraie, on pourrait démontrer sans faire appelv

& l'axiome du choix tous les théorémes dont la démonstration s'ap-
puit sar l'existence d’un ensemble bien ordonné, formé de tous les

‘nombres réels (¢'est-d-dire sur un cas partlculler du théoréme de

M. Zermelo (Wohlordnungssatz)). | :
2. 1l faut distinguer entre lhypothése du continu et le probléme
du continu (Kontinuumproblem) qui consiste en Ia détermination de

. la place occupée par le continu parmi les alephs, - c'est-h-dire en la

détermination du nombre. ordinal e pour lequel
==y, )

- Dans le cas ol I'hypothése du continu était vraie, on aurait ici
naturellement @ ==1; or, il n'est pas encore démontré qu'on n'a.
pas a=2 (On a cependant démontré qu'il ne peut 8tre o= w:
c'est un théoréme de J. Kénig dont la démonstration peut étre-
achevée sans utiliser Paxiome de M. Zermelo 2)). |

.On pourrait encore dire que le probleme du continu consmte- ;
b déterminer quelles peuvent étre les puissances des ensembles de

xnombres réels (F. Bernstein).

Le probléme du continu va donc plus loin que le probléme si
I'hypothése du: continu est vraie ou non. Dans le cas ol Ihypo-
thése du continu était vraie, le probléme du coniinu serait évidem-
ment résolu; cependant, dans le cas ot la formule (1) était fausse,

1) Une telle position du probléme préjuge gue la puissance du continu est
un aleph, ¢ &, d. suppose; l'existence d'un ensemble bien ordonné 'de .puissance
du continu.

-9) Voir N. Lusin et W. Sierpinski: Sur une propriété du continu, C., R.,
t. 175; anesi W, Sierpinski: Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 111.
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le probléme du continu resterait encore ouvert (De I'hypothése que
la formule (1) est tausse résulte seulement, & l’alde de l'axiome de

M. Zermelo, que 2% > x,).

3. Nous connaissons trés peu des théorémes qui sont équivalents

& I'hypothése du continu.

En 1919 j'ai démontré) que Vhypothése du contmu est équiva-
lente aw théoréme que Uensemble de tous les points du plan est une
somme de deux ensembles, dont um est au plus dénombrable sur toute
paralléle & Vare dabscisses et Vautre est au plus dénombrable sur

toute paralléle & Paxe des ordonnées.

i

Voici la démonstration, Admettons 1'hypothése du continu et soit

(2) ' by By By Tas tw+1"_"? 12000 (’t'<9)

une swite transfinie du type. Q, formée du tous les nombres réels différents 2), Q dé-
signant le plus petit nombre transfini de la 3¢ classe).

Désignons par A l'ensemble de tous les points du plan P an coordonnées
(tas tg) o0 @< #, et posons B=P— A.

Soit b un nombre réel donné: cest donc un terme de la suite (2), p. ex.

.;—.-.-tﬁ (ot # est wi nombre ordinal < Q). Les points de l'ensemble 4, dont l'or-

donnée u est éga]e a b, sont des points (fz, £g), pour lesquels /%<ﬂ, g étant
< Q, il en résulte que la droite y =>5 contient un ensemble au plus dénombrable
de points de A. Or, soit' @ un nombre réel donné, p. ex. a==%fa, Les points de
B=P— A & 'abscisse x =@ sont, comme on voit sans peine, des points (fx, 2j),
pour. lesquels A<{a: d'aprés ¢ <{Q on en conclut que la droite x=a contient un
ensemble au plus dénombrable de points de B. ‘

L’hypothése du continu entraine donc l’existence d'une ‘décomposition du plan
P=A-} B, jouissant des propridids désirées. Nous allons maintenant .démontrer '
qu'inversement, 1'existence d'une telle décompo*axtmn entraine 1’ hypothése du continu,

Admettons que 'hypothése du continu est fausse et soit ' un ensemble formé
de N, paralléles & l'axe d'abscisses:-.désignons par N l'ensemble de tous les points
de 4 qui sont situés sur les paralléles formant E. Toute droite de E contenant
un ensemble au plus dénombrable de points de .4 (d’aprés la propriété de 4) et
I’ensemble E contenant N, drojfes, il s’ensuit que l’ensemble N a une puissance
au plus égale & N;. Il en résulte, & plus forte raison, que la projection orthogo-.
pale de 'ensemble N sur I'axe des abscisses a une puissance <R, Donc, si'la
puissance du continu n’est pas §,, il ‘existe un peint @, sur l’axe d’abscisses qui
n'est Ja projection d’ancun point de I'ensemble N sur cet axe. Par conséquent,
tout point d'intersection de la drolte :z’:-—ﬂ:z:o avec une paralléle 4 l'axe des abscis-
ses faisant partie de E appartient 4 l'ensemble’ P— 4 == B. La droite #=1x, con-
tiendrait donc un ensemmble non dénombrable de points de l'ensemble B, contrai-
rement 4 la propriété de cet ensemble. Notre théoréme est ainsi démontré, -

) Bull. Acad. Cracovie, note du 24 Février 1919
. 3) L'existence d'une telle suite résulte de l'hypothése du continu.
| 12%#
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Un autre théoréme équivalent & Uhypothise du continu est le théo-

réme que Uensemble de tous les nombres réels est une somme densem-

bles crowssants dénombrables ).

En effet, admettons I'hypothése du continu. Pour obtenir une famille d'en-
sembles croissants dénmombrables, dont la somme est I'ensemble de tous les nombres
réels, il suffit de considérer la f&mﬂle de tous les segments infinis de la suite
transfinie (2J

Or, supposons que I’ensemble de tous les nombres réels est la somme S d'une
famille & d’ensembles croissants dénombrables. La famille §F contient évidemment
une infinité non dénombrable. d’ensembles: soit 4 un. sous-ensemble de & formé
de i, ensembles, et soit 7' la somme de tous les ensembles constituant G Les .
ensombles appartenant i la famille & gtant tous dénombrables, il est évident que
I'ensemble 7" a la puissance R Or, je dis que S=T. Soit, en effet, x un nom-
bre réel donné, L'ensemble de tous les mombres réels étant la somme S de tous
les ensembles de la famille &, il existe un ensemble D de cette famille, tel que

" zeD. L’ensemble D, comme appartenant & ¢, étant dénombrable, et I'ensemble T

étant non dénombrable, il existe un élément £ de I' qui n'appartient pas & D,
Daprés feT' et d'aprés la définition de l'ensemble T, il existe un ensemble D,
appartenant & @ et tel que t8D,. Or D et Dy appartenant & la famille & d’en-

sembles croissants, nous avons soit D_) D,, soit D,D D, donc Dlj D, puisque teD,

et tnonel. Les formules xeD, .iDC_Dl et Dy (T donnent donc z& T. Done l'ensem-
ble T' contient tous les nombres réels, et parsuite S == T' I'ensemble 7' ayant la puis-

sance N,, il en résulte que 5= N,, ce qui prouve la formule (1). L'équivalence
de I'hypothése du continu et de notre théordéme est ainsi démontrée.

Observons encore qﬁe Uhypothése du continu est équivalente & l'iné-
8) N

En effet, de (1) résulte yPo=y,, done

NpOZ= R > R = N},

ce qui donne 'inégalité (3).

Or, nous avons toutefois 2 < §, < 2™, ce qui donne

2y < oo < (20, dome Mo = (2¥o)o:
l'mégahté (3) donne donc
x;“’ > (2“(')“01 done x, > 2%,

ce qui entraine la formule (1).

1) Fund. Math. t. 11[, p. 112.

% Done I'égalité wio — p¥e est équivalente A la proposition que I'hypothése
du continu est fausse, ' |
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Faisons encore une remarque concernant le probléme du continu:
- Pour qwil soit 8, ==2%. i faut et il suffit que a soit le plus
petit nombre ordinal satisfaisant & Vinégalité |

4) R < e

En effet, si ga=2“°, nous avons Ny41 > Na = o0 — (Moo — g:", ce qui
donne linégalité (4). Or, pour §<« nous avons §-1 < a, ce qui donme, d'aprés
Ro = 2Ry - ’

2% <l nphy Sy =2,
donc N§° == Ng pour & < a.
Rema.rquons que, @ étant un nombre ordinal donné quelconqgue, il existe tou-

jours des indices «>> 4 pour lesquels 1'inégalité (4) est vraie, et des indices a > s
pour lesquels l’inégalité (4) est fausse. ‘

R, .
Posons, en effet, 3‘9:2“# : nour aurons évidemment

(5) s“" < 8"“

(puisque, d'aprés l’mégahté connue de Cantor, Rg >R 0), @ étant donné, il exi-
sto donc des indices 4 satisfaisant A l'mégahté (5) soxt g le plus petit d'entre

_ eux: nous aurons évidemment &> @. Si F était un nombre ordinal de seconde

espéce, on aurait £ << NEO == s““ pour u<§ < g, Aot g 8 < g:‘:‘, done

Rﬁ \(““0)"0 — R“O
contrairement & (b). Donc # est de 1re espsce et nous pouvons poser f=a~-1

d’aprés la définition du nombre # nous avons .done o =>> w4 of R:°=N:° < N:-?-l’
ce qui donne l'inégalité (4).

. . ‘
Or, u étant donné, posons y, = 2% -}- 22**,4,__]..22 + .: nous aurons évi-

demment @ > g, et on prouve sans peine que
(6) N:“:: R 1
or, nous avons évidemment Rap1 <L 2%, done 323_1 @M =2%a, ce qui

donne, d'aprés (6): g:?H < R:" et prouve que l'indice « ne satiefait pas & l'iné-
galité (4). .

Dans le méme ordre d'idées on pourrait énoncer la proposition
suivante: |

1) Cette remarque est due 4 M, 8, Banach; ef. W, Sierpitski: Zarys
Teorjs mnogoser Cz. I, Warszawa 1923, p. 181—183.
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Pour qu'il soit 8, =2, il faut et il suffit que o 80it le plus
petit. nombre ordinal satisfaisant & I'égalité

M o =,

En effet, I'égalité (7) est évidemment vérifiée par NamQ"‘os or, si g-zg<‘:d"o,

nous &vons N?P 2-.2"0 >,N§1 donc ,\-;°>,~:§. '

Ici aussi on pourrait démontrer, pour tout indice x douné, I'existence des
indices @ >>w pour lesquels la formule (7) subsiste, ainsi que des indices % M
pour lesquels la formule (7) ne subsiste pas. En effet, la formule (7) subsiste,
comme on voit sans peine, si'l'on pose No==2%4 (ce qui donne w« >u); ox, ells

ne subsiste pas évidemment pour tout indice m, satisfaisant 4 1'égalité (6).
Remarquons encore que l'inégalité '

(a) - >R,

est équivalente 4 1'égalité

(b) (b stat oyt oa=gio glo - oMo
En effet, dc (a) résulte, pour LA H

» N NoyRg __oR,
Ny SN, (270 0=2%,

ot puisque, d’autre part, 82022""' nous avons dans ce cas

K, __ oN
3ao__2° pour axw

ce qui donne sans peine la formule (b) (puisque w, = p, -y €6 270, No==20) .
Or, d'aprés M. F Bernstein, nous avons

s:ozgko R " Y» pour m==z1,2, 3,...,
ot la formule (b) donne

0o °0Q
(¢) R0 = 5 Ryo = 52"°-.~:,. = 2M0 o3

na} ‘Bl

d'aprés M, J. Konig, on a

R, .
Rm°>Nw5

la formule (c) donne done l'inégalité (a).

. 4. Qn a tiré de 'hypothése du continu plusieurs consequences
_1ntéressan@s (qu'on ne sait pas démontrer sans admettre cett hy-

') Il en résulte que

I'bypothése du continu entraine les formulen pN"0 ==
pour n=1,23 .. | " "
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potl?ése), dont nous ne savons pas d'ailleurs prouver qu'elles somt
équxyalentes & la formule (1). Telles sont les conséquences suivantes.
1) De Uhypothése du continu résulte linégalité

8) P

En eftet, on a, d’aprés I'inégalité connue de Cantor: 2% > x,,
d’on, d'aprés (1), résulte I'inégalité (8). -

2) De Uhypothése du continu résulte lexistence d’un ensemble or-
donné (linéairement) de puissance W, qui conbient des sous-ensembles
de tout type dordre de puissance 8, %).

3) M. N. Lusin a démontré en 1914?) que de Fhypothése du con-
tinu résulte lexistence dans Pintervalle (0,1) d'un ensemble E non
dénombrable, tel que tout ensemble non dense dans (0, 1) contient au
plus un ensemble dénombrable de poinis de E3).

M. Lusin en a tiré (L c.) que si la formule (1) est vraie, il existe
dans Vintervalle (0, 1) un ensemble G ayant la puissance du continu

~qui est de premiére catégorie dans tout ensemble parfait (dense ou

non) situé dans (0, 1)4). Une fonction f(z) egale & 1 pour les points
# d’un sous-ensemble donné quelconque de G et €gale 0 pour tous
les autves x réels est évidemment continue (==0) sur tout ensem-
ble parfait quand on néglige un ensemble de premiére eatégorie
par rapport i cet ensemble parfait: elle satisfait donc & la condi-
tion connue de Baire. L'ensemble de tous les sous-ensembles de G

ayant la puissance 2% (puisque G=2%), il en résulte que si la

. formule (1) est vraie, Uensemble de loutes les fonctions dune variable

réelle satisfaisant & la condition de Baire a la puissance 27°5).

 Une autre conséquence de la proposition de M. Lusin est que
le théoréme suivant est incompatible avec I’hypothése du continu:
,Si M est un ensemble mesurable (B) et E un sous-ensemble non

* dénombrable de M, il existe un ensemble parfait P contenu dans

M et contenant une infinité non dénombrable de points de E ).

1) ¢f. Hausdorff: Grundzige der Merigenlehre, 1eipzig 1914, p. 181 et 182.

1) C. R.t 158 (note du 4 mai 1914), p. 1259.

3) Cette propriété de E est dquivalente & la suivante: Tout
dénombrable de E est de deuxiéme catégorie dans (0, 1).

4) Lrexistence d'un tel ensemble G »non dénombrable peat &tre demnmré‘e
(a Paide de l'axiome du choix) sans faire appel 4 I'hypothése du continum: VoIr
N. Lusin, Fund. Math. t. 11, p. 185. '

'5) Gf. Fund. Math. t. IV, p. 368 (Probléme 24). |

§ On pourrait démontrer sans admettre I'hypothése du continu gue ce théo-

sous-ensemble non
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En effet. soit M lensemble de tous les nombres irrationnels
de Vintervalle (0, 1) et soit E lensemble nomn dénombrable de

M. Lusin. Si P est un ensemble parfait contenu dans M, £ ost

évidemment non dense dans (0, 1), donc P contient au plus un

 ensemble dénombrable de points de E. Notre assertion est &insi

‘démontrée. o
4) De Thypothése du continu résulte une réponse affirmative au

probléme de M. Ruziewiez ), notamment il résulte de la formule
(1) que tout ensemble (linéaire) de puissance inférieure b celle du
continu est de la 1 catégorie de Baire. |

- b) De‘l’.hypothése du coutinu résulte l'existence d'une fonetion
d'une variable réelle /(%) qui est discontinue sur tout ensemble non
dénombrable 2).
 6) De I'hypothése du continu résulte que tout ensemble mon
mesurable (L) a la puissance du continu Oun pourrait démontrer
que de Phypothise du continu résulte Uezistence d'un ensemble lindaire

- non dénombrable dont fout sous-ensemble non dénombrable est non
mesurable (L). |

,‘Ndus‘prouverons d’abord qu'il résulte de la formule (1) I'existence d’un en-
seimble linéaire non dénombrable £, tel que tout ensemble mesurable (H) de me-

- -sure pulle contient au plus un ensemble dénombrable de points de X,

‘ L ensemble de tous les ensembles mesurables (B) de mesure nulle ayant la
puissance du continu. il résulte de la formule (1) I'existence d'ume suite tramsfinie
du type Q, : |

(9) - ‘ Mn M, My,.., M, Mw-{-i'a vy My (o << u)

formée de tous les ensembles mesurables (B) de mesure nulle,
Posons ' - »

(10) Ra = Ma — 2M§,' pour a&<Q: .

| : £z
je dis que parmi les ensembles ’

a By Ry, Ry... Ry, R

wr -

' xl Yy a une infinité non dénombrable qui sont non vides. En effet, dans le ocas.

réme me-subsiste pas pour les emsembles complémentaires aux ensembles (.A) do

| M. Souslin. On peut, en effet démontrer (4 Paide de-l'axiome du choix) 1'exi-

stence d'un ensenible M, dont le complémentaire est un ensemble (A), et c'un

'gnsémhle non ﬂénambrable EC M tels que tout ensemble mesurable (B) sontenu
‘dans M contient au plus un ensemble dénombrable de points de X' (Cf, N, Lbusin

ot W. Sierpirfski: Bull. dcad. Cracovie 1918, p. 42 —48),
Y).Fund. Math. t. 111, p. 822 (Problomo 18) :

.

%) W. 8lerpifski et A Zygmund: Fund Math. t, 1V, p, 818,
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contraire, on aurait pour un certain nombre ordingl #<9Q: Re=0 pour a>
done, d’aprés (10), M. = ‘ : L 2=
prés’ (10) ZC:giL@ S, peur & >u, done pour tout a< 2 (puisque
évidemment .MaCS pour a < u). L'ensemble § contiendrait
mesurable (B) de mesure nulle, done tout nombre ré
étant de mesure nulle, comme spmme 4
serables de mesure nulle. 4
Supprimons dans la suite (11)
nous obtiendrons ainsi, comme on

: donc tout ensemble
el, ce qui est impossible, §
un ensemble an ;;Iuﬁ dénombrable d'en-

tous les termes qui sont des ensembles vides:
Volt sans peine, une suite transfinie {du type Ly

(12) B Ry, Rﬂmp'm szin-_,‘R,zg-,-.. (=< LY

et nous aurons Ax>a pour a<Q,

Dans chacun des ensembles Rito._ prenons un point p., et soit E l'ensemble
de tous les points pa, o0 a<lQ, D'aprés (10) on voit sans peine que les emsem-
bles (11) sont sans éléments communs deux & deux: I'ensemble E est donc non
dénombrable, ' - ' ‘

Or, soit § un nombre ordinal donné <O D'apres ;?u}a. nous avons Ay >&

pour «>>§, donc, d'aprés (10): Rzzﬂgio pour &> £, ce qui donne, (’aprds

- pa&Ry,: panone Mz pour «>>§. Les points px de E qui appartient 4 Mz ont

donce nécgsaairement des indices aggz done leur ensemble est au ploz dénom-
brable (puisque §<(Q). Nous avons ainsi démontré que-tout ensemble (9), done
tout ensemble (linéaire) mesurable (B) de mesure mulle, contient an plus un en-
semble dénombrable de points de E. -

Soit maintenant N un sous-ensemble non dénombrable donné quelcongue de E,
Bi Ja mesure intérieure (lebesguienne! de XN, m;(N), était >0, N contiendrait
évidemment un ensemble (parfait) mesurable (B) de mesure nnlle, ce qui est im-
possible d’aprés N (T E et la propriéié de l'ensemble E. ,

Done m;(N)=0 Par conséquent, si N était mesurable (L), sa mesure serait
=0 et il existerait un ensemble mesurable B de mesare nulle contenant N, e¢s
qui est impossible d'aprés N(_E et la propriété de E. Donc I'ensemble N est

~ mon mesurable (L} :

Nous avons ainsi établi que tout sous-ensémbl‘e non dénombrable de P'ensem-
ble £ est non mesurable (L) Observons encore qu'on pourrait sans peine démon-
trer sans admettre ’hypothése du coniinu len s’appuyant sur I'axiome du choix]
I'existence d'un ensemble non dénombrable dont tout soms-emsemble non dénom-

"brable est non mesurable (B) (Tel est tout .ensemble non dénombrable ne contenant

aucun sous-ensemble parfait),

7) De I'hypothése du continu résulte une réponse affirmative au
probléme suivant, posé par M. Kuratowski?): ,4 étant un en-

- semble de nombres réels qui n'est de 1™ ecatégorie dans ancun in-

tervalle, existe-il une décomposition: 4 = B+ (|, BC =), telle que
ni B ni C ne svient de 17 catégorie dans aucun intervalle®?

) Fund. Math. t. IV, p. 368 (Probléme 21).
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En effet, on démontre sans peine que pour qu'un ensemble ne soit pas de
1ro catégorie dans un intervalle, il faut et il suffit qu'il posséde une infinité non
dénombrable de points commus avec tout ensemble Gy!) dense dans cet intervall}e.

Or, I'ensemble & de tous les ensembles Gg dont chacun est gitué dans un
intervalle (d'ailleurs quelconque) et dense dans cet intervalle, u la puissance du
continu, Il résulte don¢ de 1'hypothése du continu lexistence d’une suite transfinie

du type L,
(18) _ Y A LA LS T N L (a<A)

formée de tous les énsembles de JF.

Soit maintenant 4 un ensemble qui n’est de 1re catégorie <lans aucun inter-
valle: les ensembles 4Ly sont donc tous non dénombrables, pour «< . Prenons
deux points, p, et g, dans AI et supposons définis les points pg et gg, pour f<le
(« étant un nombre ordinal donné quelconque < Q). Les ensembles des points
Pg et gg, ot £<a, sont au plus dénombrables, puisque a< €2: il oxiste done dana

I'ensemble (non dénombrable) 417, deux points p, et ¢,, distincts de tous les pointe
pg ot gg pour < a. Soit B I'ensemble de tous les points pg, ol &< R, ot posons
C=A4—B: on voit sans peine que les ensembles BI', et CI, sont tous non vides
pour a<f, Un intervalle quelconque étunt donné, les ensembles B ot C ont done
des points communs avec tout ensemble Gy dense dans cet intervalle, d'olt résulte

_8ans peine que ni B ni C ne peuvent étre de 1re catégorie dans aucun intervalle,

Ls formule A=B--C fournit donc la décomposition désirde.

5. Observons que les démonstrations de plusieurs propositions
achevées & l'aide de hypothése du continu peuvent &tre sans peine
modifiées de sorte qu'on obtient des théorémes vrais indépendam-
ment de cette hypothése et tels que les propositions en question
en résultent immédiatement, si I'on admet l'hypothése du continu,
P.'e. en modifiant légérement la démonstration de la proposition
3) de M. Luusin, on obtient (& I'aide de l'axiome de M Zermelo,

- mais sans admettre Ihypothése du continu) le théoréme suivant:

Al existe dans Uintervalle (0,1) un ensemble non dénombrable de
points E, tel que Uensemble de points de £ communs avec un ensemble
donné quelconque mon dense dans (0, 1) a une puissance inférieure
@ celle du continy. ' |

Pareillement la proposition 5) peut étre remplagée par le théo-
reme qu'il existe une fonction d’une variable réelle J (), discontinue
sur tout ensemble de puissance du continu ?), et la, proposition 6)

par le théoréme qu'il existe un ensemble linéaire de puissance du

continu dont tout sous-ensemble de puissance du continu est non

1) c-a+d. produit d'une infinité dénombrable d'ensembles ouverts, |
%) Fund, Math. t. 1V. p. 316.
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mesurable: (L) '(tous les deux théorémes pouvant &tre déduits du
théoréme de M. Zermelo, sans l'aide.de Ihypothése du continu).

6. On ne connait que. trés peu de propositions qui semblent pro-
. ) .
bables et qu'on ne sait pas démontrer autrement qu'en admettant

que I'hypothése du continu est fausse. Telle est p. e. I Pproposition
suivante:

Tout ensemble linéaire de

puissance du continy dont le ,complé;
mentaire est un ensemble 41

contient un -sous-ensemble parfait.

En effet, on démontre dans la ‘théorie des

' ensembles (4) que tout ensemble
E dont le complémentaire. est un ensemble

(d) est une somme %B, de R, en-
- 2

sembles mesurables (B)32), Supposons maintenant que E a la puissance dn continu

et admettons que I'hypothése du continu est famsse. 11 en- résulte qu'nn an moins

des ensembles B, est non dénombrable (puisque autrement 1'snsemble E, comme

une somme de N, ensemble au plus dénombrables, serait de puissance <K N,y done

inferieure & celle du continu, contrairement a I'h

ypothése sur E), Or, comme on
sait, tout emsemble non dénombrable mesurable (B) contient un sous-ensemble

parfait. Done E ) B, contient un sous-ensemble ‘parfait, c. q. f. d,

") Les ensembles (4) linéaires sont des projections orthogonales des ensem-
bles plans mesurables (B)

N Voir p. e.: N, Lusin et W. Sierpinski: Bull. Acad. Cracovie 1918,
P. 39; Journ. de Math. t. 11, 1923, p 56,

Il est remarquable qu'on peut démontrer sans faire appel 4 I’hypothése du
continu qu’il n’existe aucun ensemble complémentaire 4 un ensemble (4) et dont
la puissance est contenu entre N, et 2 (Cf, Fund. Maih t.1, p. 224, Probléme 9).






