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Sur une propriété des fonctions additives
d’ensemble.
Par
R. Franck (Strasbourg),
1. Définitions et notations. Ftunt données une famille additive

d’ensembles 7' et une fonction additive d'ensembles f, définie sur
la famille T, j'appelle ensemble positif (négatif) relativement & la

fonction f tout ensemble de la famille T, tel que la valeur de la

fonction f sur cet ensemble est positive (négative). J'affecte un tel
engemble de lindice p (ou n): F(E*) >0 (f(¢") < 0)

Si les sous-ensernbles (appartenant i la famille T') de 'ensemble
considéré sont tous positifs (négatifs ou presque nuls) relativement
4 la fonetion f, je dis que l'ensemble eonsidéré est monatone positif
(négatif) relativement & la fonction f.

D'une fagon générale jappelle ensemble monotone relativement
& la fonetion f tout ensemble sur les sous-ensembles duguel la fone-
tion ne change pas de signe.

2. Lemme, Ltant donnée la fonction additive d'ensembles 1, défr~
nie sur la famille additive d'ensembles T si It est un ensemble ap-
partenant & la fomille T et non presque nul relativement & la fone-
tion f, parmi les sous-ensembles de K appartencmt & la jamille T' il

en st un au moins qui est monotone velativement & la fonetion [

En effet si la propriété énoncée dans le lemme n'étuit pas ve-
rifiée, c’est que tout sous ensemble de /& appartenant A4 T (et Jy¥
lui-méme) pourrait se décomposer en deux wsous-ensembles (appar-

tenant & 1') l'an positif ot I'autre négatif relativement i In fonetion /.

Je vais essayer de montrer qu'en supposant cette dernisre hypothése
réalisée on aboutit & une contradiction avec les propriétés des fone-
tions additives. Supposons done que l'ensemble K ot tous ses sous-
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ensembles (appartenant & la famille T) se divisent chacun en deux
sous-ensembles (appartenant aussi & la famille 7) Fun positif et
autre négatif relativement & la fonction 7. Soit EZ Pensemble po-
sitif et KT l'ensemble négatif. |

FE)=f(E) + f(ED) fEDH>0 f(E)<O.
B étant compris dans E, J|df| < Jldf|.
B2 E

D'autre part f(E7) étant négatif, f(E) < f(E?).

On arrive finalement aux inégalités suivantes.

ﬁ/\ dr|> ﬁ if| > fE)>AE) EDE
7

E? étans un sous-ensemble de E appartenant & la famille T et po-
sitif relativement & la fonection f, il se divise en deux sous-ensem-
bles E% et Ep (appartenant 3 7'), qui sont le premier positif et le
deuxidme négatif relativement & la fonction f. Pour les mémes
raisons que précédemment on obtient les inégalités

EDEDE, J |df| > f;dﬂ > f |f| SFEL >F(E) >F(E).
% #

On peut de nouveau décomposer l'ensemble Ef en deux ensem-
bles et continuer ainsi de suite: si par le procédé employé on est
arrivé & un ensemble E?, comme f(E%) a une valeur positive, que
E?, sppartient & la famille T' et que [f|df|>/(E%), on peut encore

: : E?
décomposer l'ensemble E? en deux ensembles de signes contraires

" appartenant & la famille T':Ef;, et E:.,. Nos hypothéses nous

permettent done d’établir une suite infinie dénombrable d’ensembles
E, E:, E3,..., Bz, ..., appartenant & T et vérifiant les inégalités
suivantes £ D) E: D E;D...D EL D... |

f(E)<f(Eq)<.'..<f(E;)<...<f1df}<...<f;df;<ﬁdf';.
Et Z E

Or en raison de 'additivité de famille 7) la suite monotone décrois-

sante d’ensembles E, EZ, E%,..., Ef,... a un ensemble limite K%,
appartenant & T et compris dans tous les ensembles de la suite,

+
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La suite des quantités f(&), F(E%),..., F(EL).... est croissants e,

comme tous ses termes sont inférieurs & [ df!, elle a une limite

inférieure & f|df|. De méme la suite S dfy J df ..o J1df ...
B B B,

a une limite supérieure & f(£%). En raison de l'additivité de la fono-

tion f et de sa variation totale, on &

limite /(L)) == f(lnmlttalf ) = f (L, hmlm / df . === f df .

Tt

La guite d’ensembles J, K%, Kb,..., K",..., . nous détermine done
un ensemble A, positif relativement & /, appartenant b 7' et sous.
ensemble de K. L'ensemble A% peut encore me diviser conformé.
ment & Ihypothése en deux ensembles mpparlenant it 7, l'un AL,
positif et lantre %, négatif relativement i la fonetivn /. La nuite
d’ensemble K, K%, K3,..., B,..., BY, I, vérifie encore des iné.
galités analogueﬁ A celles derites plus haut. On peut edntinuer
b partager l'ensemble E%,., et ainsi de suite: pour tous les ensem-
bles ainsi obtenus la variation totale de la fonetion f est supérieure
b (). |

On forme ainsi une suite d'ensembles qu'on peut numéroter
transfiniment de la fagon suivante!): ayant formé les termes de
rang inférieur & «, ou bien il y a un dernier terme, A%.,. avant
celui de rang « et alors on prend pour terme de rang a la mous
ensemble positif J% obtenu dans la déeomposition de l'evssmble
E%, _, en deux ensembles de signes diffdrents relativement h J et

j df|

(et ceci a lieu quand le nombre a est de premi&m sapbden); ou bisn
il n'y a pas, avant le terme do rang @, un dernier tormo K* | ot on
prend pour terme do rang a lensemble H,, qui et l'ensemble
commun b tous les précédents,

Ainsi I'hypothtse de la décompusition possible de tout sous-eus
semble de Pensemble & appartenant & 7' en deux susembles de

_appartenant & 7" on a encore

f(ﬂp)}/ uwﬂ

B

') procédé analoguo & celul indiqué par M. Baire au chapitrs 1] dan  epyona
sur les fonctions discontinues”,
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signes différents, jointe aux propriétés® de I'additivité, nous permet
de construire une suite d’ensembles qu'on peut numéroter & l'aide
des nombres transfinis et ce numérotage montre que la suite des
nombres transfinis et la suite des ensembles E? sont semblables et
par conséquent bien ordopnédes. La suite des ensensembles E?, jouit
encore des propriétés suivantes: soient E” et E?, deux ensembles
quelconques de cette suite: si o’ est de rang supérieur & @, on a les

inégalités K Kt E? ) Er,,
JED < f(Br) < f(B) < ﬂdf, < ﬂ o) < flaf.
B

£, B

La premitre ligne est évidente. Pour démontrer la seconde, reve-
nons au cas olt & est de seconde espdee. Soit alors p la borne su-
périeure des valeurs de la fonction sur tous les ensembles de rang
inférieur & o« et B la borne inférieure des valeurs de la variation
totale sur les mémes ensembles. Quel que soit Pentier » on peut
trouver parmi ces ensembles un ensemble E% , tel que

1
p=fEy) =p— .

L’ensemble commun nux ensembles E%, E%,..., % ,... est leur
ensemble limite, car tous les ensembles de rang inférieur a o for-

‘ment une suiter décroissante: si Ef est cette ensemble limite,

J(E%,)=p. Il reste & montrer que l'ensemble Ef est précisément
Pensemble 57: cela résulte de ce qu'on peut trouver, & partir d'un

~ certain rang pour les ensembles considérés, un ensemble de ceux

qui ont pour ensemble commun E, intérieur 4 un ensemble K, donné
et que réciproquement i tout ensemble de ceux qui ont pour en-
semble commun K, on peut faire correspondre un ensemble Ky, qui
lui est intérieur, on voit par la que

e =p flari=k
A

et on continue i diviser l'ensemble E7, en deux ensembles, Ey
ot Hipps - | _

On voit que les valeurs de la variation totale de la fonetion /
sur tous les ensembles de la suite de terme général E¥, sont supe-
rieures b f(H:): la suite des veleurs de la variation totale corres-
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pondantes admet done une borne inférieure positive M, supdrieure

b f(B)

Considérons maintenant une suite infinie dénombrable d'ensewm-
bles extraits de la suite des ensembles A%, admettunt le méme

‘ordre et telle qu'il n'y ait pas dans cette suile un ensemble compris

dans tous les autres. Soit Ly, B3, ..., &% ,..., cette suite d'ensem.
bles. Il lui correspond la suite des nombres transfinis 6,,dy,..., d,,...,
telle qu'il n'y a pas dans cette suite un nombre plus grand que
tous les autres. Une suite de ce genye définit!) un nombre transfini
de deuxitme espdee supérieur & tout nombre de lu suite considérde
et inférieur A tous les nombres transfinis uutres que lui et supérieurs
4 tous les nombres de la suite considérée. Soit [) le nombre défini
par la suite d,, &y,..., 0,y... Si je désigne par fry Vensembloe limite
de la suite B3, Ej,..., K} ,..., je dis que quo Jo§ == K. Ceci
résulte en effet de la simillitude entre la suite bien ordonnée des
nombres transfinis et la suite bien ordovnde des ensembles A%,

En résumé l'ensemble limite de toute suite infinie dénombrable
d’ensembles extraits de la suite des ensembles E% et n’admettant
pas d’ensemble compris dans tous les nutres est un ensemble appar-
tenant encore & la suite des ensembles F”.

Toutes les considérations précédentes nous permettent onfin d'ar-
river & la démonstration du lemme. Nous avons établi quo la suite
des valeurs de la variation totale de la fonetion sur la suite des
ensembles K% admet une borne inférieure positive M. Done, quel
que soit le nombre #, il est possible de trouver un ensemble 4
appartenant & la suite considérée et tel que

| . . 1
M <[y |df| < M+ -

La suite des ensembles de terme général &5, ordonnde comme la

suite B¢, forme une suite dénombrable d’ensembles extraite de la
suite de terme général L% et n'adwettant pas d’ensemble compris
dans tous les autres: lensemble L3, ensemble limito do cette suite

appartient & la suite de terme généval Ii? et on u
M o= / df).
24

Mo

t) Cf. Baire, Lecons sur les fonctions discontinues, page 48,
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. h b - ‘
Considérons alors Pensemble E% 11, premier ensemble de Ia suite

des ensembles E aprés E? . En raison des propriétés des emsem-
bles Ef. on a -

et par conséquent

/fdfl < M, dés que a<<y,.

B
Ce fait est en contradiction avec la nature de la quantité M. En
supposant done que le lemme n'est pas vérifié, on arrive & une
contradiction: ce qui prouve le lemme et permet la démonstration
du théoréme suivant: ‘ |

3. Théoréme. Soit une fonction d'ensemble f, additive et définie
sur la famille additive d’emsembles T, si E est- un ensemble de la
Jamille T non presque nul relativement & la fonction 7, Pensemble E
se divise au plus en deux ensembles P et N jouissant de ces propridiés:

19 ils appartiennent & la famille T; 2° Uensemble P est monotone
positif et Uensemble N monutone négatif rvelativement & la fonction f.

~ Considérons l'ensemble E: #'il est monotone relativement & la
fonetion f, il satisfait bien au théoréme S'il n'est pas monotone re-
Jativement & f, on peut, d'aprés le lemme précédent, en extraire au
moins un sous ensemble appartenant &4 T et monotone relativement
a f. Soit E, cet ensemble monotone qu'on peut extraire de B. L'en-
semble F—FE, appartient encore & 7. De deux choses I'une: ou bien
Pensemble £ — E, est monotone relativement & f et il n’a pas le
méme signe que E,: on pose alors P=E,, N=E—E; ou N=E,,
P=—=E—FE, et le théoréme est vérifié; ou bien I'ensemble E — K,
n’est pas monotone relativement & 7. On peut alors en extraire
A nouveau un ensemble monotone K, et les mémes circonstances
se présentent. On arrive ainsi & un des cas suivants:

Ou bien on peut décomposer B en un nombre fini d'ensembles
disjoints monotones relativement & f et appartenant & T.

Ou bien on peut extraire de E une suite dénombrable d’ensem-
bles disjoints monotones relativement & f et appartenant a T. Soient
E,, E,,..., E,,... ces ensembles. Ce dernier cas peut encore présen-
ter deux aspects différents Considérons la suite d’ensembles

E—E, E—(B+E), ., E—(E+E+. . .+E)..;

Fundamenta Mathematicae V. 17
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cette suite décroissante est formée d’ensembles appartenant & T' et

son ensemble limite est B — (E;+Ey+...+EB,+...). Si cet ensem-
ble limite est presque nul relativement & f, il suffit de l'adjoindre

"% un des ensembles £, E,,..., K,,..., pour obtenir la décomposi-

tion de l'ensemble X en une famille denombrable d’ensembles disjoints
monotones relativement & /. Si U'ensemble £ —(I'+ + by + . -+ £, ...)
n'est pas presque uul relativement & £, on peut en tirer un nouvel
ensemble monotone relativement & f et appartenant ¥ T et on con-
tinne comme pour l'ensemble K. On est amené ainsi & envisager
deux cas: ou bien on peut diviser Vensemble K en une famille dé-
nombrable d’ensembles monotones relativement & /° et appartenant
a T; ou bien on obtient une suite non dénombrable d’ensembles
E,E,... E,,..., disjoints, monotones relativement d /, appartenant
b T et compris dans E. La variation totale de la fonetion f sar
chacun d’vux n'étant pas nulle et la variation totule de ]a fonetion
f sur la ensemble E étant bornée, il ne peut exister qu'une infinité
dénombrable d’ensembles disjoints, appartenant & 7 compris dans
E et sur lesquels la variation totale de /' n'est pas nulle. La der-
niére hypothése n'est pas réalisable et on peut toujours, dans les
conditions de Pénoncé, décomposer l'ensemble [ en une infinité

. dénombrable d’ensembles monotones relativement & f et disjoints.

On peut alors grouper les ensembles monotones positifs relativement
4 f: leur ensemble somme est un ensemble P appartenant & 7' et
monotone positif relativement & /. De méme lensemble somme des
ensembles monotones végatif est: un ensemble N appartenant b T
et monotone négatif relativement & /. On a E== N+ I’ et le théo-
réme est ainsi démontré.

4. Théoréme. Si en se plagant dans les mémes conditions -qu'au
théoréme, précédent, on trouve pour Uensemble I deux décompositions
en ensembles monotones relativement & la fonction f, lune étant E ==
= 3+N1 et Uautre =P+ N,, les ensembles P, et Py, d'une part,
Ny et N, dauire part ne différent que par des ensembles presque nuls
relativement & la fonction f.

Soit, en effet, P, - P;: P,— P, appartient & T et est ¥ lu fois
un sous-ensemble de P, et un sous-ensemble de N,. Comme sous-
ensemble de Fy, P, — P, ne peut &tré que positif ou prosque nul
relativement & f. Comme sous-ensemble de N,, P~ P, ne peut-tre
que négatif ou presque nul. Done I,—P, ne peut etre que presque
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nul relativement a f et il en est de' méme des ensembles Py — P,
N. 1 7 -N23 N, B N, 1 |

?

Applieation & I’étude de la variation totale,

b. Le fait que tout ensemble K, non presque nul relativement

4 la fonction f et appartenant & la famille d’ensembles T (sur la-

quelle la fonetion f est définie) est, soit monotone relativement & cette

- fonetion f, soit divisible en deux ensembles monotones de signes

contraires relativement & f, permet de ramener I'étude des fonctions
additives d’ensemble & l'étude des fonctions monotones.

Comme E=P 4+ N, on a {[df}zjidf§+.l'§df§ Or [ df|
. P N P
n’est autre que f(P) et &I'] df| n'est autre que — f(N): On a done

Sl =rPr s,
Voyons ce que devient la décomposition canonique

20(E) = [|df| + SB) =%/ (P)

20(8) = [ |4f| — fB) = — 2/

On voit par 14 que ia fonction @(FE) est égale & la fonction f
sur les ensembles monotones positifs relativement & la fonetion f
et nulle sur les négatifs tandis que la fonction w(E) est égale 2 la
valeur absolue de la fonction f sur les ensembles monotones néga-
tifs relativement 4 la fonction f et nulle sur les positifs. On peut
éerire ce fait |

o(E) = f(E.P), w(E)=—f(N.E)

La notion de décomposition d'une fouction sous la forme cano-
nique apparait ainsi non seulement comme un procédé de démon-
stration, mais encore comme une propriété qui est dans la nature
méme des fonctions additives d’ensemble; la formule f(E)=
==f(P) + f(N) contient implicitement la décomposition de la fone-
tion sous la forme canonique. “ |

6. Les formules @(E)=/f(E.P) et YE)=—f(E.N) et le
fait que les ensembles P et N sont disjoints montrent que toute

b
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singularité de @(K) est une singularité de f(k), car elle e‘m; un en-
semble presque nul relativement & ¢(E). De mémo toute singularité
de W(E) est une singularité de f(&) et un ensemble presque nul
relativement b @(E). M. Fréchet est d'ailleurs arrivé au méme ré:
sultat!) en considérant uniquement les ensembles Biug?liarn pour
lesquel la décomposition en ensembles monotones est évidente,

7. On voit enfin que les deux décompositions canoniques données
respectivement .par MM. Radon et Stieltjes d'une part, de la
Vallée Poussin ?) d'autre part sont identigues. Nous avons déjh

montré que dans la déecomposition eanonique de Stieltjes-Radon,

@(B) = f(B.P) )=~ f(E.N)

Dans la décomposition canonique de M. de la Vallee Poussin,
la variation positive est le maximum des valeurs positives de la
fonction sur les sous-ensembles de Pensemble considéré E Ce ma-
ximum est atteint sur l'ensemble P et on a

p(B)=f(P)=f(E.P) (E)=-—[f(B)—fli.P)|==-~/(k. N)

On voit ainsi lidentité des deux définitions.

Application & 1'étude des fonctions additives d’ensemble sans
singularité.

8. Soit g une fonction additive d'ensemble, suns singularité, dé-
finie sur une famille additive d’ensembles 7. La décomposition de
tout ensemble de la famille 7' en ensembles monotones relativement
b la fonetion g me pemnet de compléter les résultats publiés plus
haut par M. Fréchet. ,

9. Remarque. On peit décomposer tout ensemble F, apparte-
nant & 7' et non presque nul relativement i g en un nombre fini
de sous-ensembles, uppartenant & 7' sur chacun desquels la wrlewr
absolue de la fonetion g est inférieurs d un nombre K positif donné
d’avance, Ce fait résulte immddiatement do ce que la valeur abuo-
lue de la fonction g sur un ensemnble F est inféricure i sa varine
tion totale et du théoréme suivant de M. 'rdchef ¥): on pout dé

1) Cf. Enseignement muthématique. 1922,
% CGf. Do la Yallée Poussin, Intégralen de Laehesgue, Pugo 8D,
% Cf. Fréeheot. Des familles ot fonctions additives d'ensemblen § 44,
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composer tout ensemble E appartenant i la famille 7' et non presque
nul relativement & ¢ en un nombre fini de sous ensembles sur chacun
desquel la variation totale de g est inférieure & un nombre positif
K donné d’avance.

10. Théoréme La valeur d'une fonction additive densemble sans
singularité sur un sous-ensemble e (appartenant a la famille T) d'un
ensembie E de T passe, quand e varie, par toute valeur intermédiaire
entre son minimum qui est g(N) et son mazimum qui est g(N)?).

Si, par exemple, la valeur intermédiaire, cousidérée, soit 4, est
positive, il suffit de montrer qu'il existe un sous-ensemble e de /°
tel que g(e)==4. Or, sur les sous ensembles de P, gle} = fldf| et

on a O<CA<Cf|df| La question est donc ramenée au cas, examiné

r

par M Fréchet, ot la fonction considérée est'une variation totale.

Théoréme. Etant donnée nne famille additive densemble T et une
fomction additive d’ensemble g definic sur T, sur les ensembles de T,
la fonction g prend toute voleur comprise entre ses deux bornes sur T.

Ce- théoréme est une conséquence du précédent et du fait que
g est bornée sur T. En effet & chaque ensemble Ede T correspond
un ensemble monotone positif P et un ensemble monotone négatif N.
I’ensemble des valeurs g(P) est borné et admet une borne supé-
rieure M positive ou nulle; I'ensemble des g(X) est borné et admet
une borne inférieure negative . Soit E un ensemble de Tj g(E)
étant tel que g(N)<C g(E) << g(P), g(E) est compris entre m et M.
Réciproquement, soit 4 uue valeur comprise entre m et M: suppo-
sons par exemple A positif. Il existe au moins un ensemble P tel

que’ 4 < g(P) et d’aprés le théoréme précédent, il existe un sous-

ensemble e de F, appartenant & T, tel que f(¢) =4

1) Cf. Fréchet. Ibidem. § 45, et Sierpifnski. Fundamenta Mathematicae.
Tome III. p. 241.
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