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Sur 'homéomorphie des variétés A deux dimensions.

Par

S. Saks (Varsovie).

Premiére partie!),

Introduction.

1. Lobjet principal de Ia Topologie est la recherche sur les
propriétés invariantes des espaces topologiques subiss%nts des
transformations biunivoques et bicontinues, ainsi que celui de la
géométrie affine est I'étude des invariants affines des figures géométri-
ques. On voit bien que les plus importants parmi ces invariants sont
ceux qui caractérisent complétement un espace considéré au point do
vue de la Topologie et que je propose, par conséquent, d'appeler des
Invariants caractéristiques.

Dans les Mémoires?) qui sont devenus clagsiques, Camille
Jordan a déterminé les invariants caractéristiques des surfaces
bilatéres, fermées, resp. percées par un nombre fini de trous. Ghrfice
aux travaux ultérieurs, en premier lieu & ceux des gdomdtres amé-
ricains MM. Alexander, Veblen et d'autres, le raisonnement de

*) Ce Mémoire constitue la premiére partie, modifiée 1égdrement, do ma Thése
présentée au mois de mai 1922 & I'Universitd de Varsovie pour obtenir lo grade
de docteur en philosophie,

La deuxiémo Partie sera consacrée & I'étudo dos domaines situds mur dos
surfaces compactes (fermédes) ou dams le plan cuclidien,

) Jordan, Résumd des recherches sur la symdérie des polyddres, Journ, fity
r. w. a. Math, 1866. Bd, 66, Sur la ddformation des surfaces. Journ., tes Math,
1866. T. 11, M&bina, Theorie dss clementaren Verwandtachayt, Weorke, Rd, I,
p. 435,

On peut consulter aussi: les arficles do M. Dohn publiés duwns | Math, Jhe
zyklopadie®, Bd, I 1 et dans , Repertorium der hiheren Geometria® do Pasoeal-
Timerding (1910, p. 174); Bruecknor: Fielscks of Vielfidehe 1910, pp, 66, 66,
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Jordan a été complété et étendu aux surfaces
ple formé par deux nombres, 3 savoir par le
d’une surface et par le nombre de trous dont }
présente ainsi, d’aprés le théoréme de Jordan,
ristique de la famille des surfaces bilatdre

unilatéres 1) Le cou-
nombre de connexion
a surface est percée se
un invariant caracté-
s, ainsi que celle des

C’est par des méthodes qui sont au fond d’ordre géometri ques,
ou bien algébriques, qu'on & obtenu ces résultats. Les méthodes
de la Théorie des En sembles, ou selon une expression de
M. Veblen les ,continuity consideration s“, fournissent
comme on sait, une base pour des raisonnements de cet ordre, Mais’
d’autre part, c’est les méthodes de Cantor qui permettent d’al]e;

aussi plus loin. En les suivant, je généralise, dans ce travail, le théo-

réme de Jordan & une classe trés étendue des surfaces, notamment
de celles qui sont homéomorphes des domaines situés sur des sur-
faces compactes?); je propose d'appeler les surfaces de cette
classe compactifiables. Je démontre que toute surface com-
pactifiable est homéomorphg d'une surface compacte dépourvue
d'un ensemble punctiforme et fermé P d'an type linéaire ». Cette
surface compacte étant bien déterminée par son nombre de conne.
xion n, je démontre que le couple (1, +) est un invariant cara

ctéristique d'une surface compactifiable bilatére, ainsi que

unilatére. Dans le cas, ol la surface en question peut étre régardée
comme compacte percée d'un nombre fini m de trous, I'ensemble
correspondant P est formé par m points, et réciproquement. En
posant alors ¥ = m, on retrouve linvariant caractéristique de Jor-
dan (1, m). |

2. Remarquons encore qu'en vertu du précédent, toute surface

') Veblen. The Cambridge Colloquium 1916, P. II. Analysis Situs. Brahana,
Annals of Mathematics 1920. Nous ne citons pas des oeuvres, bien connus, de Poin-
caré sur PAnalysis’ 8itus qui se rattachent, en premier lieu, aux variétés
4 un nombre de dimensions dépassant 2 dont nous ne nous occupons pag ici,

?) Je préfére appeler compactes les surfaces qui sont nommées ordinaire-
ment fermées, Car, la propriété d'étre fermé a un sens précis et bien déter-
miné dans la Théorie des Ensembles, différent de celni que l'on y assigne dans
la Topologie, P. ox, le plan est fermé au sens de Cantor, mais il ne l’est pas
au gens de 'Avalysis Bitus. Pour éviter donc tout malentendu et pour rester
d'accord avec la langage de la Théorie des Knsembles, j’emploie le mot compact
au lien de fermé, loraqu'il s’agit de caractériser les surfaces telles que la sphére,
le tore etc,

Fundamenta Mathematicae V. | 19
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compactifiable peut étre transformée ev une surface compacte
par ladjonction d’un ensemble punctiforme, compact, dun type
linéaire et bien déterminé. On aboutit ainsi & une généralisation
des procédés bien connus de ladjonction d'un point ,& linfini%
au plan ou & la bande de M&bius pour en obtenir resp. la sur-
face de sphére ou le plan projective.

3. Pendant la rédaction’ de ce travail, j'ai pris connaisance des
belles recherches de M. Auntoine!?) sur I'Analysis Situs. Flles se
rattachent en certains points aux questions que j'étudie dans Pou-
vrage présente. Le théoréme 19 de ma Thése (Chap. LI, § 6) pré-
sente une généralisation d'un théordme de M. Auntoine sur les
ensembles parfaits, punctiformes, situés dans le plan. Xu autre lieu,
jlutilise un ensemble £, parfait et punctiforme, dont I'existence
dans l'espace 4 trois dimensions a été démontrée par M. Antoine;
cet ensemble jouit de la propriété suivante: aucune homéomorphie
entre lui et un ensemble situé sur une droite ne &'dtend pas i la
totalité de l'espace.

Avant de terminer, qu’il me soit permis ici d'adresser mes affec-
tueux remerciments & MM, Mazurkiewicz et Sierpineki, les
professeurs & l'Université de Varsovie. qui ont bien voulu orienter
les débuts de ce travail, et & MM. Knaster ot Kuratowski
dont l'aide m'a été si précieuse pour la rédaction de ce Mémoire,
Cest & M. Kuratowski qui a bien wvoulu 'intéresser i ce travail

‘que je dois une gratitude particulidre pour les simplifieations qu'il

a su apporter & plusieurs de mes énoncés ainsi que pour les ren-
seignements bibliographiques dont j'ai tiré un grand profit.
Chapitre I.
Généralités. Secteurs, domaines, snrfaces.
Je commence par préciser ou rappeler quelques notions et énoncés.

§ 1. Y[ désignant une réunion d'ensembles, los symboles I'9[ et J7 W dési-
gnent resp. la somme ot le produit de tous les ensombles de [, Bi 9| ne contient

‘qu'an nombre fini des ensembles A, Ay, ..., Ay, On pose nusai:

2 = Ay 4 4, ”*“*‘""*“Anm%"dk

kvl

I d XA X X A, = I14,

ki)

') Antoine, Sur Phoméomorphie de deus figures, (Thiwe) 1921,
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. ACB de'sig'ne: 4 est contenu dans . (#,, @y,..., a;) désigne l'ensemble
qui est la réunion d'un nombre fini d’éléments a,,a,,

aed équivaut, par définition, i; (o) C 4. »

ceey G

§ 2. Un ensemble T sera dit espace abstrait, lorsque & cha-
que sous-ensemble 4 de T correspond un seul ensemble (474 (eon-
tenu ou non dans T') qui est appelé Iensemble dériveé de 4 par

rapport & 1. Le éléments-de (4’), sont dits les points d'aceu-
mulation de 4 (par rapport & . S

Un ensemble 4 peut faire partie de plusieurs espaces abstraits, et, par consé-
quent, il peut posséder plusieurs ensembles dérivés. C'est' pourquoi gue nous em-
ployerons dans ce cas la notation (4')r. Mais, lorsque l'ambiguité ne se présentera

pas, I'indice T' sera sapprimé.

§ 3. Une transformation biunivoque @ d’un espace abstrait T en

un autre 7' est dite homéomorphe, lorsque 4 (T T entraine:
P’ X T)=[p(4) X ¢(T)

On en conclut immédiatement que la transformation réeiproque
@~ est "homéomorphe en méme temps que ¢.

Deux espaces T, T sont dits homéomorphes, #il existe une
transformation homéomorphe de I'un en V'autre; ils sont dits aussi
d’'un méme type.topologique. -

§ 4. Une propriété W d'un espace abstraits 7' est dite un in-
variant topologique, lorsque tout espace homéomorphe 3 T

jouit de la méme propriété. Un invariant topologique W sera appelé

caractéristique pour des espaces d'une famille 9, lorsque tous
deux espaces de 9 jouissant de la propriété W sont homéomorphes.

P, ex. la propriété d'étre continu borné est vn invariant caractéristique

pour des ensembles linéaires; elle est un invariant, mais non caractéristique, pour

des ensembles plans.

§ b. Soit 7 un espace abstrait:

T est dit isolé, lorsque A (C T entraine: 4’ X I'=0.

Il est appelé fermé lorsque A (C T entraine: A'C T.

Il est appelé fermé dans un espace 7, lorsque 4 (C T en-
traine: A' X TC T o -

Il est appelé compact dans T, lorsque 4 désignant un sous-
ensemble infini quelconque de 7T, la relation subsiste: 4’ X T==0.
Un espace compact en lui-méme sera dit compaect.!), tout court.

1) Nous assignons & la prbpriété d'dkre compact un sens un peu différent _
que MM, Fréchet et Hausdorff, (Grundzilge der Menyenlehre. 1914. p. 230).
‘ 19*
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T est dit connexe &il contient plus d'un point et s'il n'est
pas une somme de deux ensembles 4 st B tels que:

AXB=AXB=4XB =0

Un espace connexe et compact sera appelé aussi un continu
compact. ,
Un espace est punctiforme lorsqu'il ne contient aucun con-
tinu compact. o
Un point a de T est dit multiple lorsqu’il existe des conti-
nus G, G, G, tels que:
Ci+G+CGCT, CGXCG=0X G==0 X C, ==(a)
~ § 6. Un type topologique #» sera dit somme des types topolo-
giques »,, #,, lorsquil est type d'un espace T'== 1) =4 T}, ol
1° Ty, T, sont fermés et disjoints,
2° w,, », désignent resp. les types de 7}, T.
30 A étant un sous-ensemble quelconque de 7, on a:

(4)s = (4 X T+ (4 X Ty

On en tire immédiatement:

L° v, %, étant des types, il existe toujours un seul type w=, --,.

2¢ l'addition des types est commutative et associative comme
I'opération analogue de arithmétique.

Soit N un espace isolé et composé d’'un nombre fini de #n élé-
ments. Le type d’un tel espace est bieh deteterminé, Nous conve-
nons de le désigner par le nombre ‘naturel n.

On démontre aisément le théoréme suivant:

Théoréme 1. ;,7,,n étant des types topologiques et — en

~ particulier — » étant un nombre naturel, la relation w, ==y, +n

entraine I'égalité: », = y,.

Démonstration: 'énoncé est évident dans le eas sn==0. Sup-
posons que: n=1. 9«1 (k==1, 2) est, conformément & la définition
précédente le type d'un espace 7, = T -+ (a)y Ty et (a,) étant fer-
més et disjoints, et ayant des types v, et 1 resp.,

Soit: ¥, + 1=, + 1. Je dis que:

(1) Yy =1,.

i

P

D'aprés notre définition cette propriété est un invariant topologique, Pour des en«

sembles situés dans Tespace euclidien, elle équivaut A celle d'6tre form é ot b orné,
") v. Hausdorff op. cit. p. 24d,
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En effet, il existe une transformation homéomorphe ¢ de T,
en 7,. Distinguons deux cas:

1° ¢(a,) =a,. Done, (p(Tl):(P(T:): et ¥, = w,.

2° @(as) = a,. Done, aussi @“1(a,)=|:a1. Posons:

(2) Q=1 —(g7Ya)), Q= T, — (¢(a)).
On a: | '
PO+ (#7Has) + (@) =0, + (p(e))) + (an),
ou:
P(@1) + (a2) + pla) =@, + (play)) + (ay),
d’ou: ' .
(3) P(Q1) = 0.

Or, a, est un point jsolé de Ty, et, par suite @~ (a,) Pest aussi

par rapport & 7%, done, & plus forte raison, par rapport & T, T,.
Pareillement, ¢(a,) est un point isolé¢ de T,. Or, on a d’aprés -(2):

Ty =0, + (03-1(“2))7 T, =0Q; + (¢(a1))~ Done, ¢,, @, étant homéo-

morphes en raison de (3), T,, T, les sont aussi. L’égalité (1) est done
justifiée. | |

Notre théoréme étant ainsi démontré pour le cas % =1, on le
prouve, en procédant par induetion, pour # quelconque.

§ 7. On appelle entourage & deux dimensions. ou sim-
plement entourage, un espace abstrait homéomorphe 4 lintérieur
d'un cercle: #]+ 23 =1 du plan euclidien.

Un point a d'un’ espace T est ditintérieunr (par.rapport & T)
#'il existe un entourage contenant x et contenu dans 7.

L’ensemble de tous les points intérieurs d’un espace T sera dé-
signé par J(T') et appellé lintérieur de 7. |

L'ensemble 7'— J(T) sera appelé le bord de ‘T et désigné
par B(T). |

L'ensemble (T-+T") — J(T) sera appelé la frontiére de T et
désigné par F(T). , | |

Les points n'appartenant pas & 7'+ 7" sont dits extérieursa T.

§ 8. Un ensemble homéomorphe & un segment, resp. & un cer-
cle est dit un arc simple, resp. une courbe simple fermée.

§ 9. Désignons par D le triangle a(0, 0), b(0, 1), ¢(1, 0), tracé
dang le plan euclidien. Un espace abstrait 4 est dit, par définition, un
triangle topologique par rapport & une transformation homéo-
morphe 7, lorsque: & == my(D). Les points m,(a), 7,(b), m,(c) et les

b)
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ares my(ab), myac), my(be) sont appelés resp. les sommets et lew
cotés du triangle 4 7).

Ainsi le triangle topologique ost défini comme un couple (4, ny), formé par
un espace abstrait d et une transformation homéomorphe 74 de D en d. Bien en-
tendu, un méme espace J peut correspondre i deux triangles (4, zy), (4, 7§), qui
sont considérés comme différents, lorsque les transformations correspondanies ne
sont pas identiques, Dans ce cas, les cOtds ot les sommets dos triangles considérds
sont, en général, différents,

Deux triangles sont appelés contigus lorsque leur produit est
un cdté pour chacun d'eux. Une suite A== (4, dy,..., d,) (n 25 5)
de n triangles est dite une chaine, lorsque tous deux triangles
successifs dans 4 sont contigus. Une chaine 4 est appelée une
étoile, lorsque les trinngles &, et J, sont aussi contigus et tous
deux triangles de 4 qui ne sont pas successifs ou extrémes, n'ont
quun seul point commun?). On voit que tous les triangles d'une
étoile ont un seul point commun, qui sera dit le sommet de
I'étoile, |

§ 10. Jappelle secteur superficiel un espace abstrait T
satisfaisant aux conditions suivantes:

L 4,44, CT entratne (d,+Ay) X T == (A1 Ay) X T.

IL. 4 C T impligue: J(4) X (T A)" == 0.

IIL T est connexe,

IV. B(T) est compact et ne contient pas de points multiples,

V. T est somme d'un systéme A des triangles vérifiant les con-

ditions suivantes:

10 5i 6, dy¢d et 0, d,: J(d) X J(d,) == 0

20 tout point de T appartient & un nombre fini de triangles A;

30 lorsque 0y, 0,84, 6, )X 0, == 0 ¢t 8, 7= d,, 6,, &y sont contigus,
ou ils wont qu'un seul point commun;

4° lorsque A C A, la somme 3A est fermée dans T'Y),

§ 11. Tout systéme A des triangles satisfaisant pax rapport & un
secteur superficiel I' aux conditions V (19, 29 B¢ 49 est nommé
une triangulation4) de I\ On voit, qu'une triangulation 4 de 7'
étant donnée, on en. peut déduire plusieurs autres. Hin partioulier,

) Cf, Weyl, Die Idee der Riemonnschen Fldche, 1914, p. 21. Brouwenr,
Usber Abbildung von Mannigfaltipheiten. Math, Ann, 19192, & 71, p. 97,

Y v. Weyl, op. cit, p. 21,

¥) On peut rapprocher cette définition d'wn sectour i celle d'une surfnce due
AM, Weyl (op, ecit, p, 21).

4 Weyl, op. cit, p. 22,
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on peut construire une suite des triangulations {A(ﬂ)} assujettie aux
conditions suivantes:

A) 40 = A,

B) tout triangle de A™™ est contenu dans un triangle de A(..)

C) lorsque zeT et ¥ est un entourage de = contenu dans T
il existe un nombre x, tel que n>n, et xedeA™ entrainent dCV

Nous appellerons une suite {A™} vérifiant lesdites conditjons
fondamentale pour T

§ 12. Soit 4 une triangulation d'un secteur 7. Tout continu qui
est contenu dans la somme des cOtés des triangles de A sera appelé
une ligne polygonale (4). Une ligne polygonale qui est un are
simple, ou une courbe simple fermée, sera appelée aussi simple (4),
resp. simple fermée (4).

Nous conviendrons de dire qu'une triangulation (4) satisf ait
4 P'énoncé de Jordan, lorsque toute ligne simple fermée 4 qui
n'est pas contenue entidrement dans B(T'), découpe T. Nous dirons
que T, lui-méme, satisfait audit énoncé?), lorsqu'il est découpé par
toute courbe simple fermée qui y est tracée et qui n'est pas conte-
nue entitrement dans B(T). Nous verrons, plus loin, que ces denx
conditions sont équivalentes.

8, 13. Signalons les propriétés élémentaires des secteurs super-
ficiels. Les théorémes suivants sont des conséquences presque immé-
diates des définitions précédentes:

Théoreme 2. A (C B (C 1'% entraine: 4’ X TC B >< T.

Théoréme 3. Lorsque 4 (C T et A’ X T(C 4,4 est fermé
dans 7 et réciproquement.

Théoréme 4. 4, d, étant deux triangles non identiques d'une
triangulation A de T, ces deux triangles sont contigus, ou ils n'ont
qu'un point commun qui est un sommet pour chacun d'eux, ou bien,
ils sont digjoints. ~

Théoréme B, d étant un triangle appartenant & une tna.ngula-

~tion A de T, il n’existe qu'un nombre fini de triangles 4 qui pos-

sédent des points communs avec d. |
Théoréme 6, Si ACT: 4' X T= ;EL(A)(&)’, ou A désigne une

~ triangulation queleonque de 1.

1) ¢-h,-d, que T est 4sohlichtartig“ selon M. Koebe, Cf p. ex Hur-
witz-Courant. Funkisonentheorie, 1922. p. 854.
%) Dans tous les énoncés 28—18, T désigne un secteur superficiel.
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Théorémé 7. Toute triangulation 4 d'un secteur 1' compact est
formée par un nombre fini de triangles; réciproquement, lorsqu’une
triangulation A et T est formée par la rénion d’'un nombre fini de
triangles, 7' est compact 2).

Théoreme 8. B(T) est une somme d'un nombre fini des courbes
simples fermées sans points communs, ou est un eunsemble vide;
lorsque A est une triangulation de 7, lesdites courbss sont des
lignes polygonales 4,

Théoréme 9. Toute trisngulation de 7' est finie ou dénombrable,

Theoréme 10. 4;, d, étant deux triangles d'une triangulation 4,
on peut déterminer une chaine de triangles de 4 qui unit 6, et d,.

Théoréme 11. P étant un ensemble compuet situé sur T, il
n'existe dans 4 qu'un nombre fini de triungles qui ont des points
communs avec J 7),

Théoréme 12. Pour qu'un ensemble A situd sur 7' soit come
pact, il fant et il suffit, qu'il soit compact et fermé par rapport & T

Théoréme 13. @ et P désignant deux ensembles compacts, dis-
joints et situés sur 7 il existe dans toute suite fondamentule {4™}
des triangulations de 7} une triangulation 4™ telle que les relations
6eA™ et 6 X @ == 0 impliquent: & X P==08,

§ 14. Nous allons maintenant énoncer un lemme qui jouera un

role fondamental dans nos raisonnements et qui sera géndralisé dans
le Chapitre suivant.

Lemme 1 fo ndamental Soient T et T dewr secteury super-

Jiciels compacts, leurs bords B(T), B(T) dtant des sommes dun méme
nombre des courbes fermdes: bay byery by, resp. 1y, 7;,..“, L. Soit u

une transformation homéomorphe de by €t by Supposons enfin qu'il

existe sur chacun do ces deux secteurs des triangulations satifaisant
a Uénoncé de Jordan.

) La notion du secteur compuact éguivaut & collo do lu varidté & doanx
dimensions au sens de M. Veblon (The Cambridge Colloguium. 1916, Part 11,
Analysis Situs. 1992, p, 45),

") On pourrait supposer que P est compuct seulemont pur rapport & 1. Op,
pour prouver I'énoncéd 11 ainei modifié, on ne saurait pus o pussor sans 'uxiome
de choix, '

) Nous supprimong la démonstration des théordmes 9.
pas des difficultés, Mentionnons seuleme
de Jordan sur la coupure du plan par
dorff, op. cit, pp. 364, 879).

18 qui ne présonte
nt qu'elle implique lo théordme bien connm
une courbe simple formée (v, p, ox, H au u-
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Ces hypothéses vérifides, les secteurs considérés sont homéomorphes
et, en particulier, une transformation homéomorphe de T en T peut
étre établie qui fasse correspondire des courbes L, 1. de méme indice
et qui soif tdentique & u aux points de I, :

Dans notre These, nous avons donné 4 ce lemme une démonstration directe
ot tout-i~fait lémentaire. Mais, elle peut &tre ajsément ramende an théordme cé-
l¢bre de Jordan sur ’homéomorphie des‘ surfaces !}, (Réciproquement, ledit .théo-
réme peut 6tre déduit facilement de notre lemme). '

En effot, en ajoutant resp. & T et & T un certain nombre de triangles, on

les transforme resp. en deux secteurs T* et T, compacts et simplement connexes 2},
Or, d'aprés le théordme mentionné de Jordan chacun de ces deux secieurs, est
homéomorphe & la sarface d’une sphére. Done, T' et T sont homéomorphes resp.
de deux secteurs 1™* I'** situés sur une sarface de sphére et limités par un méme
. cont sim 3 jent r 3 % of 7% 7% 73
nombre de. contours simples fermés, soient resp. I8, IF,. . 1F et IE TE I*

L'homéomorphie » étant, par hypothése, établie entre I, et [67 une homéo-

‘morphie correspondante w* est determinde entre ¥’ et _L;*_ Or, en raison d'un théo-

‘réme bien connu, on peut établir une transformation homéomorphe de T'** en T**,

de maniére que tout J¥ soit transformé en l—f* d'un méme indice et que la corres-

pondance entre [¥ et i{? y soit identique & w* 3),
Notre lemme est, parsuite, justifié,

On conclut du lemme précédent l'énoncé suivant qui sera aussi
généralisé dans le Chap. II: | |
Lemme 2. Une triangulation A d’un secteur superficiel compact
T satisfaisant 3 V'énoncé de Jordan, le secteur T' y satisfait anssi.

En effet, car d'aprés le lemme fondamental, T' est homéomorphe d'une portion
de surface de sphére,

* § 16. Avant de terminer ce chapitre précisons les définitions

. sulvantes:

Un secteur superficiel T sera dit un domaine superficiel,
lorsque: B(1") = 0.

Un domaine superficiel fermé sera dit une surtace?)

1) Jordan. Sur la ddformation des surfaces. Journ. des Math. 1866, t. XL
Veblen. op. cit. pp. 70—72. Brahana, Annals of Mathematics. 1920, vol. 23.

%) En offet, T* et sn triangulation 4" peuvent &tre construits de fagon que toute
ligne polygonale gimple fermée (A*) soit homologue (selon Poincaré) 4 Q. Cf.
Veblen, op. cit pp. BH~—b6. , '

Yy, Antoine Thése, 1921, p, 32. |

4) Onvoit que notre définition de surface équivaut 4 colle de M. Weyl
(op. cit. p. 20). Lu notion d'une surface compacte correspond & celle d'une
surface fermée (geschlossene Fliche) au sens do M. Weyl, et & celles
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Chapitre II.
Surfaces compaetifiables.

§ 1. Théoréme 14. Hypothése: Sot T un secteur superficiel
dont une triangulation A satisfait & lénoncé de Jordan. Soit B(T)
une somme de n--1 courbes simples fermées: ly, 1,,..., I, (n=>0), Soient,
en deuxiéme liew, D, un triangle tracé dans le plan euclidien, et D,,
Dy, ..., D, un systéme des triangles disjoints, contenus & Uintérieur
de D,. Désignons enfin par u une transformation homéomorphe don-
née de 1, en B(D,).

Theése: Le sectewr donné T' est homéomorphe d'un sectour plane

T D, _kzzs(p,‘) -—P, ol P est un ensemble punctiforme, fermé, situé

K
sur un segment arbitrairement choisi & Vintériewr de D, — 5;’3(1),)'
.

De plus, on peut déterminer une transformation homdomorphe ¢ de
T en T qui fasse corvespondre 1, et B(D) d'un méme indice et qui
soit identique & u aux points de l,.

Démonstration: soit T un secteur superficiel vérifiant les
conditions de I'hypothése. Soit (4;, 4,,..., 4,,...) une suite fonda-
mentale’) des triangulations de 7. On voit aisément, en vertu du
lemme 2, que toutes les triangulations 4, satisfont 3 I'énoncé de
Jordan, .

On peut supposer que tout 4, soit la réunion d'un infini de
triangles. En effet, dans le cas contraire, le secteur 7" serait compact
(th. 7) et notre assertion se réduirait au lemme fondsmental du
Chapitre précédent,

Rangeons en une suite le systtme des triangles formé par la
somme de toutes les triangulations 4,; soit:

[v ]
(1) (61, '05,..., 61y-.) =2‘A,,.
kml
Nous allons déterminer un systdme {M,, .. «,) des secteurs su-

perficiels compacts et remplissant ensemble le secteur donnd 7.
Commengons par définir M,. |

d'une variété fermée & deux dimensions au sons de Poincaré ot de M, Ve
blen (op. cit. p. 46). La notion d'un secteur compact, dont le bord n'ost pas

vide, dquivaat & celle d'une variété ouverte & doux dimensions an wens de
M. Veblen (L ¢.).

1) v. § 11, Chap. I.
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Soit A, une triangulation contenant le triangle d,. Soit
(2) 0%, 09,..., 4w

la réunion (finie d’aprés le théortme 11) de &, et de tous les trian-

~ gles de A, qui ont des points communs avee B(T). La somme des

triangles (2) peut étre évidemment non-conmexe. Or, en vertu du
théoréme- 10, on peut la transformer en un continu compact par

Tadjonction d'un nombre fini de triangles de 4,. On obtient ainsi

une nouvelle suite
(¢)) 9 (]
(3) 03y 05, 002 (85 >5,)

dont la somme est connexe. Le bord de cette somme peut contenir
des points multiples. Or, s'il existe de tels points, ils sont des som-
mets des triangles (3), et leur nombre est, par conséquent, fini.
Soient @, as,... les points multiples du bord considéré. On peut,
d’aprées le § 11 du Chapitre I, déterminer un nombre k, >k, tel
que tout triangle de la triangulation A, contienne, au plus, Fun seu-

- lement des sommets des triangles (3). Ajoutons & la somme des

triangles (3) tous les triangles de A, qui confiennent les points
singuliers @,. On obtient ainsi un nouveau continu compaet C qoi
est une somme dun nombre fini de triaugles de A, chacun des
triangles (3) en étant aussi une somme. Les points a, étant inté-
rieurs & C, on voit aisément que le bord B(C) ne contient guére
des points multiples et que C est un secteur superficiel compact.

B(C) est donc une somme d'un nombre fini de lignes simples
fermées (4,). Désignons par L, [,..., ., les lignes qui forment
B(C)—B(T). A, satisfaisant & I'énoncé de Jordan, chacune des k-
gnes envisagées /, décompose I' en deux parties dont elle est le
produit. L'une de ces deux parties ne contient des points de B(T);
nous convenons de l'appeler intérieure par rapport & /, et dela
désigner par I(l). Tout I(l) et évidemment un secteur, compact ou
non, borné par [, correspondant. S'il est compact, nous l'ajouterons
4 C. On remplace ainsi le secteur C par un autre, qui sera désigné
par M, et qui vérifie les conditions suivantes:

1° M, est une somme d'un nombre fini de triangles d,, et, par
conséquent, il est compaet; '

2° 0, C My;

30 B(M,) est une somme de B(T) et d'un nombre fini de lignes
palygonales simples fermées, disjointes de B(7'), qui seront désignées
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resp. PAr logs logseres bow; 108 I(l) (B=1,..., p,) sont les secteurs
‘non-compacts, bornés par I, correspondant,

En opérant maintenant de méme sur chacun de p, secteurs I(J,),
on obtient un systéme de p, secteurs My,, M,,,..., My, bornés resp.
par les systémes des lignes polygonales:

lor3 loxas loun-'-: lolr'm;
bozs Pos1s losay ooy Zoapm;

ZOJ'o; lOroU ZOVo‘-U vt lﬂl’om,,o)

telles que tous les secteurs

I(lsae) (1 ==0; @y =1, 2,..., pg3 @a=1, 2,..., P
sont non-compacts. On voit aussi qu'on peut déterminer les sectburs
Moy (2 =0; @y =1, 2,..., p,) de fagon que leur somme, ajoutée
4 M,, contienne le triangle d, de la suite (1).
Procédons ainsi de suite. On détermine, par I'induction, le systéme
{M,, ., _ya,) 08 BeCteurs superficiels compacts, ol:

rrr— » [ eneeree] ‘ Sy b . - R
al "—'--O’ az—-], 2’0-., pa‘, “8""—“1, 2,--., paﬁlﬂ"'? a"m17 29&«&, p“l“ﬁ"'“ﬁw»«] [}

la suite des valenrs de » étant essentiellement infinie.
Les propriétés de M, étant déjh énoncées (19, 20, 89), nous allons

~ préciser celles des autres secteurs du systdme envisagé. On a, pour

n>1:
A) tout M,q,.q, .2, ©8t un secteur compact, ocontenu dans
I(lyay..2,) et borné par les lignes polygonales: 1

gttty ) z‘*i“a w19
ldiai,"a" { TRCEY la;qn... a”palaﬂ"'an ;

B) lorsque les indices (ay, ay,..., @), (B, Bi,..., B.) ne cotnci-
dent pas, les secteurs I(ly,q,..a,) (s, p,) sont disjoints;

n » "o \ . .
C) pour tout n: J4,C Y 2 My, 18 sommation intérieure
Il kel (axa0tes op)

étant dtendue A tous les indices (a,a,...@,) d'un méme ordre k,
supposé fixe.

On voit que les propositions 19 2°, 89 A), B), O) déterminent
complétement la struoture du systéme {Mppa, o On voit aussi,
d’aprés C) et (1), que:

4) Tm«j'd, mj‘z‘mm,.,%.

fom] nmd (o)
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Tragons dans le plan euclidien un triangle D, et » triangles dis-

joints Dy, D,,..., D, contenus & lintérieur de D,. Soit a un seg-

n
ent intérieur & Dy, — 2 D,, Nous allons construire dans le secteur

k=l

D, — 5_’,’13(])@ un systéme des secteurs {l\—ﬁm_,,a} tels qu’a chacun
| 1 o
de M

— corresponde un seul M., dun méme indice, et
reéciproquement. R
Soit dgy, Bogs-- -y dop, U systéme des carrés disjoints, intérieurs

a Do‘fjs(l)k)a 4 diameétres inférieurs &4 1 et & centres situés sur a.

D ésignons resp. par 1, (@, =0; @, =1,2,...,p,) les contours de

—

ces carrés, et par M, le secteur compact, borné par EnéB(]),‘) + i
: k=1 Bgem1

wixe”

Le secteur M,=M, déterminé on peut déterminer, & leur tour
les secteurs M,,,. Construisons & ce but, & lintérieur de chaque
Ao, Py CHTTES NOUVEAUX, B, (2 =1, 2,..., Pug,), b diameétres infé-
rieurs b } et b centres situés sur a. Soient I, les contours des

carrés ainsi construits. On fait correspondre & chaque M, .. le se-

cteur plan, désigné par My, et borné par [, ,, et les contours /, 4,
La définition, par linduction, des systémes {Gae..o ) {lass-a,):

“u ’I * !1 . * .
{ My, §impose immédiatement. On construit les carrés dy .,

o . : , 1
de manitre que leurs diamétres convergent uniformément & 0 avec —.
n

On a, par conséquent:

¢3) | SVZ M—aﬂu---dn =D, ““zn‘c&vs(pk) — P =1,

ka=l (am.e---a,.) k=1

‘ot P est un ensemble punctiforme, fermé, situé sur le segment a?).
On voit que les propositions 1°, 29 “A), B) subsistent, lorsqu'on
y remplace M., .q, et lyo.a, DBT M,,,., ot Loz, TESPECtiVEMENL.

On peut maintenant déterminer, par induction, un systéme d’ho-

méomorphies entre les Mo, .q, 6 108 Mg, ., correspondant. Soit

notamment ¢, une transformation homéomorphe de M, et M, qui
fasse correspondre ! et B(D) d'un méme indice. Les transformations

) On voit que P ost lensemble Jimite complet du systéme de carrés

{da.ttxz.'na"}'
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Posars, 48 Meees, €8 Moo, supposées déterminées pour n < m,
80Tt Qugmapanps 10O transformation homéomorphe de M, ,,.q,,,,,, €0

ﬂatar--a,,,a'm+] qui coincide avee @, Sur le contour polygonal —
Un tel systtme des transformations existe, en vertu du lemme
fondamental du Chapitre précédent (§ 14).
Or, on voit aussitst, en raison de (4) et (B), que l'ensemble de
ces transformations transforme d'une fagon biunivoque et bicontinue

T en T. Notre assertion est, par suite, établie.

Nou§ avons supposé dans le théordme 14 que le secteur 7' en
question ne soit .pas un domajne; en effet, il est, par hypothése,
borné par un, au moing, contour simple qui lui appartient.

Or, ce théoréme s'étend facilement aux domaines. 4 savoir:

Théoreme 15. Si une triangulation A dun domaine swperficiel
satisfait & U'énoncé de Jordan, ce domaine est homéomorphe d'une surface
de sphdre, dépourvue d’un ensemble punctiforme, fermé et lindaire,

Démonstration: envisageons un domaine superficiel .D dont
une triangulation 4 satisfait & I'énoncé de Jordan. Soit:

ded, D, = D — J(d).
D, est un secteur superficiel dont A4 — (d) constitue une triangula-
tion satisfaisant, aussi que 4, & l'énoncé de Jordan. On a:
(6) D= D, + ¢, B(D,) = B(d) = D, X 4,
ot D, X ¢ est le contour du triangle d.
Soit, en deuxitme lieu, D une surface d'un tétraédre régulier

inserit & une surface de éphére K. Désignons par D, la base de
ce ‘tétraddre et soit § =D — J(J;). On a:

(M D=D,+96, B(D,)=B(d) =D, X6, oh DX
cédent, on sait déterminer une transformation homéomorphe ¢, de
D; en un secteur plan D, — P, ol [ est un ensemble linéaire, pun~

ctiforme, fermé et situé & lintérieur de D). On peut wussi, daprds
le lemme fondamental, établir une correspondance homéomorphe

entre ¢ et d, qui coincide avec ¢, sur les contours 1) d et X0,
Or, d'aprés (6) et’ (7) ces deux correspondances fournissent ensem-

ble une homéomorphie entre D et [ — P.
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On transforme maintenant, par la projection du centre de la

gphére considérée, le domaine D — P en un domsine K — P situé
sur la surface sphérique K et borné par un ensemble fermé, pun-
ctiforme, linéaire P. On obtient par suite la transformation désu'ée
de D en le domaine K — P.

§ 2. On déduit- immédiatement des théordmes 14 et 15 I'énoneé
suivant qui généralise le lemme 2 du Chapitre préeédent:

Théoréme 16. Si une triangulation d'un secteur superficiel satis-
fait & DPénoncé de Jordan, ce sectewr lui satisfait aussi.

Car, une triangulation d'un secteur satisfaisant aundit énoncé, ce
secteur est, en vertu des théorémes du § précédent, homéomorphe
d'un secteur plane, ou bien d'une surface de sphére.

§ 3. Nous allons généraliser les résultats du § 1, en utilisant
une notion qui a été signalée déja dans I'Introduction.

Définition. Un domaine superficiel sera dit compactifiable,
lorsqu'il est homéomorphe d'un domaine situé sur une surface compacte.

On voit, d’aprés le théoréme 15 que tout domaine satisfaisant i I'énoneé de
Jordan est compactifiable. Or, il existe évidlemment des domaines compactifiables
qui ne satisfont pas audit énoncé. Nous allons énoncer une condition suffisante et
nécessaire pour qu'un domaine soit compactifiable. 11 faut d'abord prouver la
proposition suivante:

Lemme 3. P étant un ensemble compact contenu dans un do-
maine superficiel 7' et ne le découpant pas, il existe une triangu-
lation A de 7, formée par la réunion de deux systémes disjoints,

4 et 4, des triangles, tels que:
1° 4 soit une réunion d'un nombre fini de triangles;

90 37 soit un seeteur superficiel ne contenant pas des points de P,
Démonstration: soit {4,} une suite fondamentale des trian-

gulations de 7. Envisageons d'abord la triangulation 4,. Soit 4, la
réunion de tous les triangles de A, contenant des points de P. En

vertu du théordme 11 (Chap. I), A, est un systéme fini. Soif:
4,=A4—4,. On a évidemment: | |

(8) P C @,), done: P X 34, =0.

La somme 34, est, en général, non-connexe. Or, elle ne contient
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néanmoins quun nombre fini de constltuants ). En effet, le
nombre de ses constituants n 'est pas supérleur au nombre de con-

stituants de son bord. D'autre part B( 4, o) =B(Z4,), et ce derner
ensemble étant le bord d'une somme d'un nombre fini de triangles,
est évidemment composé dun nombre fini de constituants. Par

suite, il en est de méme de %(Eﬁo), et, & plus forte raison. de J4,.

Soit done:
. i
3i=3o

reml’

ot C, sont les constituants de F4,. P ne découpant pus, par hy-
pothése, 7, on peut unir les C,, Vun & l'autre, & l'aide de ¢~-1 arcs
simples, {;, lyy.. ., li_y, 5208 pomts communs avee . Or, d'aprés le
théoréme 13 (Gh4p. I), il existe une triangulation 4, telle que les

relations:

9) ded, et o ><21=;:0

#ama]

- impliquent:

Ajoutons & A, la somme des triangles satisfaisant a (9) et, par
conséquent, & (10), dvnt le nombre est, en vertu du théoreme 11,
fini. On obtient ainsi un ensemble connexe C qui est une somme
d’un nombre, fini ou infini, de trinngles 4,. Par un proeédé analo-
gue & celul qu'on a utilisé pour prouver le théoréme 14 (§ 1), on
enléve des points multiples lorsqu'ils se présentent dans le bord de ¢;
nous ajoutons, en ce but, & C un nombre fini d'étoiles d'une triangu-
lation 4,,, convenablement choisie (m>n). On obtient done un secteur
superficiel Ty qui est une somme d'un nombre, fini ou infini, de
triangles de A, et qui ne contient pas des points de P. La trian-
gulation A, est celle que nous avons anoncée dans notre théoréme.

Eri effet, soit'Z:,,. I'ensemble des trianglez; de 4,, dont la somme four-
nit Ty, et soit 4, =4, —4,. On voit immédiatement que la dé-

composition de 4, en 4, et Am satisfait & la condition 2° de notre

1) On appelle un constituant (ou une composante) d'un point p dans
un ensemble K le plus grand ensemble connexe contenant p et contenu duns I,
Cf. Knaster ot Kuratowski, Fund. Math, t. X, p. 215,
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éngncé- Il reste done & étudier la condition 19 Or, pour obtenir de
34, T,=24,,nousy avons ajouté un certain nombre de triangles de 4,
nous avons done enlevé en méme temps, un certain nombre de triangles
4, de la somme 34, pour la transformer en la somme SA,. Par
suite, le systéme 4, est tine réunion d’un nombre fini de tiangles 4,.

Notre assertion est done démontrée complétement,

Théoréme 17. 1° Pour qu'un domaine superficiel T soit com-
pactifiable, il fowt et il suffit qu'il y existe un ensemble compact dont
le complémentaire, par rapport & T, soit un domaine satisfaisant

& lénoncé de Jordan.

20 Si un domaine superficiel est compactifiable, il est homéomorphe
d’une surface compacte dépourvue d'un ensemble linéaire, punctiforme
et fermé, ‘

Démonstration: 1) Désignons par (4) la condition énoncée
dans la premiére partie du théoréme & démontrer. Nous allons prou-
ver d’abord que la condition (A) est nécessaire. 1l nous faut, pour

~¢e but, faire appel & un théoréme bien connu sur les surfaces com:

pactes. Nous y donnons I'énoncé suivant, qui est plus restreint, mais
qui suffit pour nos considérations?):

(B) A toute surface compacte S on peut faire correspon-
dre un nombre # tel que. si {4,}=4 désigne une suite fonda-
mentale des triangulations de S, le nombre de lignes simples
fermées (4) disjointes qu'on puisse tracer sur la surface sans la
découper, soit inférieur & n ).’ »

Cette proposition auxiliaire établie, supposons que la condition
(4) ne soit pas nécessaire. Il existe domec un domaine T’ qui est
homéomorphe d'un domaine situé sur une surface S compacte et
-qui ne satisfait pas & la condition (4). 'On peut évidemment sup-
poser que 7' scit, lui-méme, situé sur S. | |

Soit {4,.} une suite fondamentale des triangulations de S et soit
A=§A,‘.‘ 1l existe une triangulation 4¥ de' T, contenue dans 4.

men]

T ne vérifiant pas, par hypothése, 1z condition (4), il ne satisfait

Y Weyl, op..cit p 76. Le raisonnement de M. W eyl ne se rattache qu'anx
-surfaces bilatéres, mais on voit aisément qu'il peut &tre généralisé anx surfaces
-compactes- quelconyjues, au moins s'l s'agit de I'énoncé dont nous faisons ici I'nsage.

3) On pent remplacer dans cette proposition les lignes (4) par des courbes
simples fermées quelconques. Or, la démonstration du théoréme, ainsi modifié,
.serait plus compliqué, bien que I'énoncé méme en soit plus simple et plus générale.
20

Fundamenta Mathamaticn.e V.
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pas, & plus forte raison, & Pénoncé de Jordan; daprés le théordme
16 (§ 2), il existe donc une ligne polygonale (4F), ,, ne découpant
pas I. T}, est donc un domaine, et un systéme des triangles
A¥CA en fournit une triangulation. Il existe, d’aprés notre hypo-
thése, une nouvelle ligne simple fermée (4f), %, tracée dans T --1,

et ne le découpant pas. T — (4 +1,) est, par suite, un domaine su-

perficiel ne sutisfaisant pas & Pénoncé de Jordan, comme lo secteur
T ne vérifie pas la condition (4). n étant donc un nombre naturel
quelconque, on peut ainsi, par procédé d'induction, déterminer dans
T un systéme de 7 lignes simples fexmées, I, %,..., L, disjointes,
dont la somme ne découpe pas T, et, & plus forte raison, S T.
Nous aboutissons ainsi & une contradiction avec (B) Notre assertion est
‘done démontrée. |

2) Nous prouverons maintenant que la condition (4) est suffi-
sante. Soit T un secteur superficiel qui la vérifie. Il existe done
un ensemble compact P(C T tel que 7'— P soit un domaine satis-
faisant & P'énoncé de Jordan. D'aprés le lemme 3, on peut déterminer-
gne triangulation A" de 7, qui soit une réunion de deux systémes

disjoints des triangles, A A satisfaisant, par vapport & T et P, aux
conditions 19, 2° dudit lemme.

~ On voit que le sectbur 7 est compactifiable dans le cas: 4:=0,
ou ij Car, dans le premier cas P ==( et, par conséquent,
T, lui méme, satisfait & I'énoncé de Jordan, done, ‘d'aprés 15, il est

“homéomorphe d’un domaine situé sur une surface de sphére. Dans

le deuxitme cas, ot A =0, A=A est une réunion d'un nombre
fini de triangles, et, en raison du théordme 7, le secteur I'et lui-
méme compact. | | o
Supposons done que, A== 0 et A==0. Soit: N=I4, M= 4, oh -
M est un secteur superficiel contenu dans T'-— P, done satisfaisant
4 I'énoncé de Jordan. Il existe par suite, en vertu du théoréme 15,

une transforrhation homéomorphe ¢ de M en un secteur plane

M — R, od M est un secteur compact situé dans le plan euclidien X,
et B un ensemble lindaire, fermé et pnnectiforme. On peut rempla-

cer, dans T, M par M — R. Soit en effet: 7 == (M) N. Posons,
par définition: |

e

A= {4 X S X S} + 9 {4 X M X B} +
- + (AX N X N,
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En raison de cette relation 7 peut atre régardé comme un espace
que T est une surface compacte,

Désignons maintepant par @, la transformation de T identique

4 @ aux points de J(M) et n'altérant Pas des points de N. On voit

que @, transforme d'une fagon homéomorphe 7' en (M — B+

+ N=T — R. Le secteur T est dong compactifiable,

Or, R étant un ensemble lindaire, fermé et punctiforme, nous
avons prouvé, en méme temps, la deuxiéme partie de notre dnonce,

On peut donner facilement un exemple d'une surface qui ne soit pas com-

pactifiable. Posons: g, y. ) =(@—n2 4 y—p . L’ensemble des points
(z, 4, =) de 'espace euclidien & trois dimensions: '

n g ee-0Q

+-00 ' o 00
T= & Bp(x, Yy m) ::‘07 A1)+ ‘IiIE'[(p‘(x, Y, ”) >0, 22=1]

fournit une exemple d'une telle surface ne vérifiant pas la condition (4) du thao-
réme ' précédent,

. La surface de Riemann de la fonction 4 =log (‘ac—}-a)(ﬁc—|-b) presente un

autre exemplé d'une surface non-compactifiab le, lorsque a _—_‘:b (lorsque a=bh,
c’est un plan .au point de vue de 1'Analysis Situs).

§ 4. Nous sommes amenés, 'par la deuxiéme partie du théoréme 17,
a4 l'étude des domaines situés sur des surfaces compactes et étant
des complémentaires des ensembles punctiformes. Nous allons les

examiner de plus prés dans ce § et le suivant.

Théoréme 18. Si P et P désignent deux ensembles punctiformes,

compacts, contenus aux intérieurs de deuz sectewrs superficiels com-

pacts T et T resp., et si T— P et T— P sont homéomorphes, toute
homéomorphie enire T— P et T— P peut étre étendue aux totalités
des secteurs T et T. ' | | '

Démonstration: soit D=T7—P, D=T— P, et soit ¢ une
transformation homéomorphe de D en D. Nous démontrerons d’abord
la propriété suivante de cette transformation:

(C) {a.} étant une suite des points de D convergeant vers

un point p de F, la suite des points correspondant {a, = g(a,)}
tend vers un point p de P

Envisageons la suite {a,}, Le secteur T étant, par hypothése,

compact, la suite a, y admet des points d’accumulation, Soit p Fun
de ces points. Je dis que: p=lim a,.
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Supposons le contraire. On peut donc extraire de la suite en-
visagée deux suites partielles {a,,k}, {a,,}, dont I'une  converge vers p,
et 'autre vers un point pe P, p étant différent de p. 2. Soit J un trian-
gle situé sur I' et contenant p & son intérieur. On peut déterminer
dans () un autre triangle % jouissant des propriétés suivantes:
(11) B(5%) X P=0, done: B(6*) (C D
(12) © pe3(@) pe3(d—Y

Il existe donc un nombre s tel que, pour #,, m, > § oo ait
a, ed(d*) et a, e3(I— 6*), par conséquent, les points «, et a, sont
séparés, pour 7, m,>>3, par la courbe 28(6*) Or, d’apres (11) cette
courbe est contenue dans le domaine D, et par suite, lorsque 7, m,>>s,
les points a, , @, sont ausei séparés par la courbe P [B(SY)].

D’autre part, cette courbe étant contenue dans D ot ne conte-
nant donc le point p, il existe un entourage U de p sans point
commun avee ¢@~1[B(6*)). Or, la suite {a,} converge vers p et, par
conséquent, les points a,, @, se trouvent, au moins pour les valeurs
des indices m,,m, assez grandes, & lintérieur de U et, par suite, on
peut les joindre par un arc contenu dans U?) et, & plus forte raison,
sans points communs avec @~ ![B(d*)]. Nous ahoutissons aimsi i une
confradiction qui justifie notre énoncé.

La proposition (C) ainsi démontrée, et sa réciproque étant vraie
par raison méme de la symétrie, on peut évidemment établir une
transformation biunivoque ¢, de Ten T jouissant des propriétés
suivantes:

(13) @.(a)=0(a), lorsque aeD, et: gil(a)==¢ Y(a) lorsque: asl),

(14) limn a,=p, entraine lim ¢,(a,)=@,(p}, lorsque: a,eD(n=1,2...)
et réciproquement: lim a, = p implique lim ¢y («,) = @y i(p), lors-
que: a,eD(n= 1,2,...).

t ¢ étant par définition, homéomorphe i un triangle d, situé dans le plan eu-
clidien, la construction de 6* revient & célle d'un polygone tracd i Dlintérieur de
d et réalisant (11) et (12) par rapport & un ensemble punctiforme, fermd, plan.
Or, l'existence d'un tel polygone est assurde grice & un lemme de M. P ainléyé,
Voir aussi: Zoretti: Thése (Journ. des Math, t. 1, 1905), Antoine, Thése,
p. 115 , Hausdorff, op. cit. p. 844.

?; Car un ensemble fermé, punctiforme ne découpe pas le domaine ol il est
gitué, Hausdorff, op, cit. p. 348,
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Nous allons prouver que cette transformation est continue,

Pour nous passer sans l'axiome de M. Zermelo, proeédons
ainsi: | |

Soient {4.} et {4,} deux suites fondamentales des triangulations
de T et de 7 resp. On peut évidemment déterminer une suite {r,}

.des points de D partout dense dans T (goit p. ex. {r,} Iensemble

des points qui sont les centres de gravité des triangles appartenant

A EA,, et contenus dans D).
. ne]

Spit maintenant:

© (16) ACT et bed' X T.

Il faut démontrer que:

(16) belp(A)], lorsque b= g,(b).
Distinguons deux cas: |
1° beD, done: be(D XA)Y X T et, en vertu de (13):

b= gub) = pb)e[p(D X A)]' X TC py(A)]"- |
20 peP. Soit alors {U,} une suite décroissante des entoura-
ges de b, telle que:

(17) ® = JJ .
p—
D'aprés (15) on a pour tout n: U, X A==0; on peut done,
pour' toute valeur de n, choisir dans la suite {r.} un point r, tel que:
(18) r, eU,, done, d’aprés (17), im r, =b; et | |
(19) qwon puisse déterminer un triangle appartenant 4 une

' triangvlation 4, d'ordre s dépassant n qui contienne le point @(r,),

ainsi que des points de g,(4).
Done, d'aprés (14) et (18): b= @,(b) = lim @,(r; ), et, en vertu

de (19), le point b est aussi un point d'accumulation de ¢,(4). La

rélation (16) est donc complétement justifiée. |
La transformation ¢, étant, par suite, continue, elle est bicon-
tinue par raison méme de symétrie. Notre théoréme est done dé-

montré.
§ 5 On peut donner plusieurs généralisations au théoréme que nous venons

de prouver. Nous en énoncerons I'une dans la deuxiéme partie de ce Mémdire;
l'ensemble punctiforme fermé y sera remplacé par un ensemble fermé ne décon-
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pant pa§ ‘localémenf 1) la surface ol il est sitné. Ici, nous nous bornons seulement
aux remarques suivantes:

la propriété des secteurs 7 T d'8tre compacts est essentielle duns notre énoncé,
Supposons p. ex. que, T=T soit le plan euclidien dépourva de la suite (_1_e_:s points
(0. n) (n=1,2,...). Solent P un ensemble composé d'un seul point et P un en-
semble formé par la réunion de deux points de T. On voit que les domaines 7'— P

et T — P sont homéomorphes, hien que ]és ensembles P et P ne les soient pas.

Lorsque ,\5( ") et, par conséquent, C‘( ) sont des domaines compactifiables,
bien que 7 et T ne soient pas compacts, l’homéommphxe de D et D entraine la
relation: ‘

(20) v |- P =v-fa?
ol », » désignent resp. les classes?) de «S( ) et 3(7’_) ot al @ les types topo-.

logiques de P et P. Siles classes » et » sont, de plus, égales et finies, on
.déduit de (20), en vertu du théoréme 1 (Chap. I), I'égalité:

(21) = a,

On peut aussi, dans ce cas, étendre toute homéomorphle entre D et D aux
totalités de T et T. Tels sout p. ex. le cas du plan euclidien, de la surface de

~cylindre, de la bande de Mobius, ete.

On voit, cl’aprés I'exemple précédent que notre théoreme et méme la relation
(21), tombent en défaut dans le cas o la classe de =T est infinie,

§ 6. Lemme 4. P étant un ensemble punctlforme, compact,
contenu & lintérieur d'un secteur T, il existe sur 7' des triangles
contenant P & leurs intérieurs; ehacun de ces triaugles peut &tre

transformé en un rectangle situé dans le plan euclidien de sorte

qu'uan ensemble linéaire corresponde b Pensemble P.
Démonstration: on détermine, par le procédé déja connu
et utilisé dans les démonstrations du théoréme 14 (§ 1) et du lemme 3
(§ 3), un secteur compact T, countenu dans ‘T et contenant P A son
intérieur. Le _secteur T, étant compact par définition, les domaines
StTh) et (T,) — P sont compactifiables. Done, d’aprés le théoréme
17 (§ 3), il existe dans (T)— P un ensemble compact 4 tel que
S(T) P— A soit un domaine satisfaisant & I'énoncé de Jordan.
(T) — A est donc aussi un domaine contenant l'ensemble P. On
peut parsuite, déterminer, comme plus haut, un secteur compact
T, contenu dans (T, )--A et contenant P & son intérieur. Ty —F
est aussi un secteur, car P, étant un.ensemble compact punctlforme

*) Voir: § 8 de ce Chapitre.
3 v, Chap. I, § 6.
%) v. § 8 de ce Chapitre.
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s le découpe pas; on &, en outre: T, — P C J(Th)— P— 4, done .
T, — P satisfait & I'énoncé de Jordan. On peut done, en vertu du

éortme 14 (§ 1), lo transformer en un secteur plan. i
par un nombre fini de contours simples et dépourvu d’un ensemble

punetiforme, fermé P, situé sur un segment a intérieur & T. Nous
avons ainsi transformé Ty— P en "T—P. Or, d'aprés le théordme 18,

cette transformation peut étre étendue aux tbtalii:és de T, et T
Soit done @ une homéomorphie {elle que:

(22) C@q(T)=T ot gP)=P

Tragons & lintérieur de T un rectangle R contenant, de sa part, |
le segment a k& son intérieur. Soit: 0= g~ R). 0 est un triangle
gitué sur 7' et  contenant P & son intérieur, La premiére partie de
potre lemme est ainsi démontrée. |

Or, nous avons transformé, en méme temps, le triangle ¢ en
le rectangle plan R de sorte qu'un ensemble P situé sur le seg-
ment a corresponde & P; il est d’ailleurs clair que tout aufre triangle
contenant P & son intérieur peut étre transformé de méme fagon.
Notre lemme est done prouvé complétement. |

Lemme b. P et P étant deux ensembles punctiformes, fermés,
‘homéomorphes et situés sur un segment o contenu  lintérieur

‘dun rectangle B, on peut étendre toute homéomorphie entre P

ot P b la totalité de R, de sorte que R soit transformé en lui méme
et que les points du contour de B ne solent pas altérés.
Démonstration: soit un ensemble fermé, punctiforme H sitwé
sur une droite. Convenons d’appeler portion de H tout sous-ensemble
H, de H tel que, si x,,x, sont deux points de H,, tout point de H,
situé dans lintervalle (z,, z,), appartienie aussi & ‘H,. La proposi-
tion suivante peut étre regardée comme évidente: |
(U): H étant un ensemble fermé, punctiforme, borné et
situé sur une droite, on peut décomposer H en deux por-
tions disjointes, aux diamétres inférieurs & §o(H)- |
" Soit maintenant P 'ensemble 'pﬁnctiforme, fermé, donné par notre
énoncé. On peut, en vertu de (U), le décomposer en deux portions

' P,, P,, sans points communs ef aux diamétres inférieurs & $o(P),

On procede de méme sur chacun des ensembles P,, Py, et on obtient
quatre nouvelles portions de P, notamment, Py, Payy Pioy Prrs dis-
jointes et telles que: Py ==Fyo+Fo1; P,= P,y + P11s 0(Pag) <4e(P)
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(@,. @y=0, 0u =1). On est amend ainsi & un systéme des ensem-
bles {P,q,.. } dont la définition par l'induction s'impose et qui vé-
rifie les conditions suivantes:

(I) & toute suite finie (@,, a,,..., @,), ot «, sont égaux & 0 ou
a 1, correspond un seul ensemble Fyy, .. qui est une portion de /2.

(II) P= Py+ P,, et pour tout n: P“la""a”m Pa;a.--.m,.,o 4 Pa:m...a,m

(ITI) lorsque les indices (@, @,...a,), (8,0,...8,) d'un méme or.
dre n ne sont pas identiques, les ensembles Puy,.a + £y ., BOOE
disjoints, .

(IV) o(Pugy.x,)?) tend uniformément d 0. aveo %

Posons: Pa‘au,__u"m(p("rz.l%,,aﬂ), ou ¢ désigne une homdéomorphie

donnée entre P et P. On voit aisément que los ensombles B, Py,
réalisent aussi les conditions (I—IV) avee la réstriction qu'ils ne sont
pas, en général, des portions par rapport & P. Clest pour los
décomposer effectivement en des portions (par rapport & P), nous
énoncérons d'abord quelques propositions auxiliaires et détermine-
rons certaines opérations qui nous seront utiles plus loin:

(V) Lorsqu'un ensemble fermé, punctiforme H situé sur un seg-
ment, est une somme d'un nombre fini d’ensembles fermdy ot disjointy
H,, H,...., H,, on peut décomposes chacun de ces ensembles en
un nombre fini de portions par rapport & H, sans points communs.

En effot, soit 4 l'ensomble dos intervalles contigus & lensemble fermng
Hy~+ Hy ...~ H,. L'ensomble H, ost contenn dans la somme des Intérisnrs da
ces intervalles. Or, cet ensmemble étant fermé et borné, il n'existe qu'un nomhre
fini d'intervalles de 4 qui contiennent des points de (f,. Soient done: J S dy

. k

ces intervalles, Posons; Hg'): (j‘ % Ifl (,':]’ 2’_“, k) On a: H’l m_}:ﬂiu
fom]

les ensembles Hi‘) étant évidemment disjoints entre eux ot dos portions par rape

port & H. Par procédd tout i-fait analogue, on déeompose do mdmoe les nutros
onsembles H, (s==2, 8,..., n),

(W) Solent H = H® 4+ H® 1. 4 H® upne décomposition en
des portions disjointes d'un ensemble formd, Jpunctiformo  situg
sur un segment et contenu A intérienr d'un rectynglo S On pout
alors faire correspondre d chacun des ensembles I up roctunglo
R[H®] de sorte que les conditions suivantes soient vérifides:

') P étant un onsemble situd dans un espace ouolidien, g(P dénigne wop
diamétroe,
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10 H")CS[R(H“))], 2° R[HOC 3(8), 3° R{H®] X R{H®M] = 0,
lorsque =4, 4° o|R(HW)] < 20(H).
(X) Conservons le sens des symboles H, S et R de la propo-

sition précédente et supposons H décomposé en des portions disjointes
H) rangées b l'aide de deux indices; soit done:

n £ T
H = 2 ZHQ). Posons encore: H,= SHE‘).
ke dem]

fon]

On peut alors faire correspondre & chacun des ensembles H, un

polygone N(H,) de sorte que les conditions snivantes soient vé-
rifides :

-

1o SR(EY)CINE), 20 NHE)CI(S), 3 N(H) X N(H)=0
lorsque %=k k.

h]

En effet, partageons la famille des rectangles R(H®).en n groupes dont cha-
cun contivone des rectangles 4 méme indice inférieur k. On peut évidemment unir
tout rectangle RKH(? ‘avec le suivant R(Hﬁ‘-&-l)) (i=1,2,..., r, —1) par une
bande polygonale de sorte qu'on obtienne un polygone N (H,) satisfaisant aux
conditions 1° 2° de notre proposition et disjoint de tous les rectangles R(HY)

pour % ={,—_ 1. On procéde de méme sur les autres groupes des rectangles R(H“g))

(k=2, B,...) et on obtient ainsi les polygones N(H,), N(H,),..., N(H,) jouis-
sant des propriétés (1°, 2° 8°%) de I'énoneé (X).

Les remarques préliminaires faites, nous revenons aux ensembles.

donnés P et P. Nous déterminerons une suite des nombres n, <C
<ny<...<m<... et en méme temps, nous construirons un systéme

des ensembles fermés {P, . )}, ol @ sont, comme toujours, dgaux
* ok

& 0 ou & 1, et ¢ parcourt, pour (@, a,...q,) fixe, les valeurs 1,

2,..., To0gnty Tyt ne dépendant que de l'indice (e, Q... .q,).

Nous ferons ensuite correspondre d tout ensemble Pg,, , un rec-
: "k
tangle R[ ‘("‘*)“""““k] ot & tout ensemble P“x“--»-“nk un polygone, ‘N | Pe oy, Jt],

e

ce rectangle et ce polygone contenant & ses intérieurs resp. P%!fa,,._auk et
Pﬁl%.uanh .

Posons, par définition, », =1, et envisageons les ensembles P,

e-d-d. P, et P,. En vertu de (V), on peut décomposer chacun de
ces deux ensembles en des portions (par rapport & P), disjointes.
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fat

Pune de ]autre Soit Pat_-EP“) cette décomposition. On sait, d'aprés

(W), déterminer pour chacune des portions P{) un rectangle R P
de sorte que les conditions (W: 19 29, 39 40) soient vérifiées par

~ rapport & P, & ses portions PY et au rectangle donné B qui con-

tient, par hypothése P & son intérieur. On:effectue ensuite l'opéra-
tion (X) et on construit deux polygones N(Pa)dISJOIHtB contenus
b intérieur de R et contenant b ses intérieurs resp. les ensembles
P (2, =0, 1), ‘ _ ‘

Le nombre n,, les portmns PY, les rectangles R[P§ et les po-
lygones N Pa] sont ainsi bien déterminés.

Allons plus loin. Les ensembles PO étant fermoa et dlﬂj()lntﬂ, on

mmer un nombre n, de maniére que tout ensemble Pam ol goit

' contenu entitrement dans 'un des ensembles P, et, & plus forte

raison, & lintérienr d'un rectangle R[P(‘)] Supposons @, et i fixes,
ot envisageons ceux des ensembles Py, «, qui sont contenus

dans PY C 3[R P“’)] On les décompnse, en vertu de (V), en un
nombre fini de portions Py, o, (=1, 2,..., roa.a,)y o6 on fait,

& son tour, correspondre & ces portlons des rectang]es R|PY, gt
qui vénfient les conditions de I'énoncé (W) par rapport au rectan-

“gle R[PY), & l’ensemble PY et A ses portions Py, . g . Ces rectan-

"é‘gles établis 4 intérieur du rectangle R[PY|, on y a.pplique I'opé-
“ration (X), on copstruit ainsi un systtme des polygones N(Emm“,.,)
_dont chacun se trouve & V'intérieur du rectangle R[PY) et contient
al’ensemble‘Rta,...a” qui lui correspond. |

Le nombre n, établi, on détermine ainsi, en faisant varier les
indices @, et i, tous les rectangles R[I_i-f,ffa,_;_%]‘ et tous les polygones

N{Pos,..q, } On procéde ainsi de suite. On obtient, par Iinduction,
les systémes dnnoneés, les conditions suivantes étant réalisées:

(V) & tout indice (@, @, ... @, ) correspond un seul ensexble fermé

Poyy.s, R et un seul polygone N\ Pogy., | qui contient Jedit ensem-

ble & son mtérleur

1) On peut ndmettra que certains de ces ensembles sont vides; néanmoins, on peut

leur faire correspon&re des rectangles N de sorte que toutes les donditmm (V- VIIX)

lubsutent
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(VI) tous deux polygones N 1P, e, ], ‘ [PM*, - ] aux indices

d'un méme ordre ‘et différents, sont dlsJomts

(VIL) NP, + N (P C S ), et pour tout (e az2 . @,) supposé
fixe: SN[Pag,.a (Boyt 1] C N (N(Pugy .o, )] la' sommation s'éten-

dant & tous les systémes (B, met1s Butarenes B, +{) ot §,=0, ou =1,
(VIII) dlamétres des polygones N[P,, "'“ﬂk] tendent informément

vers ( avec ]];— 1,

Ceci étant, on peut faire correspondre & toute suite infinie
(01 @... @,...) un sevl point, 3, ., . notamment celui qui, en vertu
de (VIII) et (VII) est le produit de la suite des polygones N(P,),
N(Pooa, )y N(P, f— ). Désignons par P* Tensemble de tous

~ les points P, 4., 8insi définis. On voit, en vertu de (IL, V, VIII)

que: P P _
~ Soit, d'autre part Iy, a, .le contour du polygone N(Pyg,. ., ),
désignons . par M“‘a, ay, le secteur plan compact limité par Ly, a,

et des contours lm, qui sont contenus A lintérieur de Totps. ~
gt 15 -

Désignons encore par M le secteur limité par les contours I, }, et

~ par celui ds R.

- On a:

23) R=3M,p.u, + P

la sommation 'étendant & tous les indices (@ ay...a,), (k=1,2,..).
Enwsageons maintenant l'ensemble P. 11 est clau' en vertu de

(I—IV), qu'on peut faire cotrespondre A tout ‘ensemble Pq,. -4, UD

'polygone (et méme un rectangle) N[P,g,,. aﬂ] de fagon que les pro-

| posltlons (V—VIII} subsistent, lorsqu’on y remplace partout Ppar P.
- Qes polygones étthszn la déﬁnltlon, des secteurs M, Mat“z--_-ﬂ.,; des

Y Car, d'aprés notre mode de construction N [Pam k+1] se contient dans
un rectangle R[P&,a, dont le diamétre est en Vertn de (W: 49, plus petit
que QQ[Pa,.u',,_a“ ] En tenant compte de (IV) ot de la contmmté de %, on obtient -

| S

donc Yassertion (VILI). Cest pour pouvmr démontrer (VIII), gque nous nous sommes

servis des rectangﬂaa R[P 0y g, ] dans Ia. constmchon des polygones N [Pam ﬂl“]‘]
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contours Zm---a,,,‘ et de l'ensemble P*, ost exactement anulogue b celle

1

3 " ¥ " + . -
de M, M‘“‘"""nk’ . et P*. On voit aussi que ia relation (23)

t

subsiste pour Mug,.a, ©f /.
On peut établir & présent un systdme des homéomorphies {ual%,&%}

......

morphie entre M et M qui n'altére pus dos points mituds sur con-

tour de K et qui fasse correspondre [, et [, ainsi que [, ot /. Los
transformations wy,,.« SUppoOsées déterminées pour kegm, on dta-
h

blit la transformation tee,.s .«
"

du sectour Mue,.a .0 on
Poppefe | B
Mala,..ua

“M*”l
de maniére qu'elle fasse correspondre les contours

[ a
(] m' nm%M

d'un méme indice ot qu'elle cofneide aven

lalm'on“"m»|'1’ Z“la' N a"m»-xlwi

Uy, BUT 1o contour ly,,.. - L'existence de telles homéomorphies
Nm le

est assurée par le lemme fondamental du Chap. I (§ 14).
Faisons enfin correspondre les points pue,.s.. 8% Pagy..s,.. d'u0
méme indice.
. Ces transformations établies. elles transforment ensemble le ree-
tangle B en lui-méme, de fagon biunivoque et bieontinue, ot n'alté-
rant aucun point de son eontour. Or, on voit que lorsquun point
Pagya,.. dppartient & I son transformé g(pag,.q,.) ooincide aveo
Pagy 4, i transformation obtenue est done une extension de ¢
satisfaisant aux conditions de notre lemme qui est par suite prouvé,
On déduit comme gorollaire immédiat de ce lemme ot du pré-
cédent le suivant.

Théordme 19. 8i P et P sont deux ensembles punctiformes, con
pacts et homéomorphes, contenns awux intérievrs de dews seeteurs
superficiels homéomorphes T et T vesp., boute honidomorphie entre P ot P
peut Btre dlondue aue totalitds de T' et T

Démonstration: on peut supposer évidemmont, suns rosteain.
dre I'énoncé, que 7'==1. Soit ¢ une homéomorphie entre P ot F,
P et P étant punctiformes ot aompnets, lour somme ent sumi. On
peut donc, en vertu du lemme 4, ddterminer un triungle 4¢° T
contenant P+ P A son intérieur. Y tenant compto des lemmes
précédents, on peut doné étendre Yhoméomorphie ¢ i ln totalitd du
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triangle 0 de fagon qu'il soit travsformé en lui méme et que les

Ppoints de son contour ne soient pas altérés. En supposant, en outre,
tous les points extérieurs & J non altérés, ou obtient l'extension
cherchée de @ & la totalité de T'V).

§ 7. Les théordmes 18 et 19 suggérent d’une fagon bien naturelle le probléme
de leur extension sux variétés i un nombre de dimensions plus élévé. Cette géné-
r alisation peunt Gtre réalisée pour e cas duthéoréme 18, ot la dé-
monstration reste essentiellement la méme, Cependant, le théoréme 19 tomberait
en défaut, méme pour l'espace euclidien & trois dimensions (Car, il existe, d’aprés

un théoréme de M, Antoine?), dans l'espace deux ensembles P, P punctiformes,
parfaits, bornés et homéomorphes, dont aucune homéomorphie ne peut tre éten-

due & lu totalité de l'espace, Désignons resp. par D, D les domaines qui sont
complémentaires des ensembles considérés, Je dis qu'ils ne sont pas homéomorphes,

bien que P, P les soient En offet, supposons, par contre, qu'il existe I’homéomor-

phie entre D et D. Or, le théoréme 18 étant valable pour l'espace, on pourrait
‘&tendre cette homéomorphie & la totalité de I'espace, contrairement i l'assertion
de M, Antoine,

Observons uussi que la propriété des ensembles considérés d'étre compacts est
ossentielle pour notre proposition 19. Il ne suffirait méme de supposer que ces
ensembles soient fermés par rapport & la surface 1. Your le montrer, soit 1 le

plan euclidien dépourvu dun seul point (0, 0), P la suite des points (O, })et P
n

collo des points (0, n). On voit que P et P+4-P sont punctiformes, fermés par rap-
port & T, ot homéomorphes. Supposons, par impossible, que leurs complémentaires
AP, Tome (PP} solont nussi homéomorphes, On transforme le plan en une sur-
face do sphére par I'adjonction du point & linfini, Les complémentaires de T— P,
fl’--u(P—j-l'}"")my sont des ensembles fermés et punctiformes, 1ls sont donc, en raison
du théoréme 18, homéomorphes, Or, I'un n'en contient qu'un seul point limite (0, 0),
et 'autre los contiout les deux, notamment (0, 0) et le point & V'infini. L'hypothese
done que les domnines T P et T— (P P) soient homéomosphes, est contra-
dictoire, ;o

Cependant, dans lo cas ot T est un domaine compactifiable et de
classe?) 1, Uhypothése que P soit compact, peut 8tre remplacée dans notre
énoncé par celle que P soit fermé. P, ex. lorsque P, P sont deux ensembles
situd dans le plan, punctiformes, fermds, bornés ou non, et homéomorphes, toute
homéomorphie entre P et P pent btre étendue & la totalité du plan. Il en est de
méme de ln surface de Mtbius et d'autres surfaces de classe 1.

1) Observons que lorsqu'on suppose les enssmbles P et P situds sur un méme
gooteur T' ot disjoints, on pout aussi d 6former T' en Jui-méme de maniére
qquae eotte déformntion fournisse une extension de ¢, Cf. Veblen, op, cit. p. 12,
Antoine, Thése, p. 89,

1) Antoine Thése, p. 96,

3 v, § 8 de co Chapitre,
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Supposons, pour le montrer, que P, P soient deux onsembles fermés, puncti-
formes et homéomorphes, situds dans un domaine compactifinble 7' de classe 1.
Par I'adjonction d'un point, so_i_f;_ Pos. & T, on le transforme en un domaine com-
pact T* Les ensembles P et P étunt tous deux compacts, ou tous deux non com-
pacts, on peut évidemment établir une homdomorphie ¢* entre P-j~(peo) of P~ o)
qui soit identique aux points de £ et P i I’homéomorphie p donnde d'uvance.
Or, I* étant un domaine compuct, la transformation g* wétond, en vertu duy thde
oréme 19, & la totalité: de T'™ En enlovant done lo point pea qui correspond
& 1ni-méme, de 7'*, on obtient l'extension cherchée de @ A latotalité de L= T* (o ).

Cette assartion, comme on voit sur |'exemnple précédent, ne subsiste pas pour
les domaines des classes dépassant un, méme pour eoux de clasgo 2, p ex, pour
la surface de cylindre de révolution

§ 8. Définition. Une surface compacte 7' sera dite, par défini-
‘tion, compactifiante par rapport & un domaine 7 lorsque 7T
est homéomorphe d’un domaine T'-- P, ot P désigne un eusemble
punctiforme. Le type topologique # de J° sera appelé la classe de 7.

En vertu du théoréme 16 (§ 3), & chaque domaine compactifinhle
T correspond une surface compactifiante. En tenant compte
du théoréme 18 (§ 4), on voit sans peine que le type topologique
© de cette surface est bien déterminé par celui de 7. 1l en est de
méme du type # de l'ensemble P. Le couple (%, %) est donc un
invariant des domaines compactifiables.

De plus, on voit d'aprés le théordme 19 (§ 6), que le couple
(#, 7) détermine complétement le domaine 7' an point de vue de la
Topologie; done, en termes du Chap, I (§ 4), ce couple est méme
un invariant caractéristique des domaines compactifiables,

Nous remplacerons le type & par un nombre I faut, dans ce but,
préciser d’abord les notions suivantes:

Définitions. On' dit qu'un ensemble fermé F situé & Dintérieur
d'un domaine 1. le découpe, lorsque T — I nest pas conmere,

Je dis que I découpe Yocalement 7 lorsqu'il existe un
domaine D contenu dans T et contenant I, et qui est découpd par F
ay sens ordinaire, c-d-d. au sens de la définition précédunte 1),

') Nous n’envisagerons dans ln Partio présente que lo cas, ol Venwemble d¢-
signé par F est une courbo simple forméo, Co ous 5 dtd d’nillours conafdérs déjh
par M. Weyl (op, cit. p. 66) qui a appolé los sourbes ne déeovpant pas 1o o ae
lTement (selon notre terminologie) dos domninos ot olle sont situdon, ,Kurven
die keine getrennton Ufer beaitson®, Notre définition n'apporte done
qu'une extension qui 'impose, i la notion introduite par M, Wayl, La notion
d’'une coupure locale faite par un ensemble formé queleonque Jouern un
rdle important dans la deuxidme Partie de ce Mémoire
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Un domaine T est dit unilatére, lorsqw'il y existe une courbe

simple fermée qui ne le découpe pas, méme loctzlement dans le cas
contraire, il est nommé bilatire, :

. On pourrait, pour nos buts, se borner & n'snvisager dans la définition précé-
dente que des courbes qui sont polygones par rapport 4 certaine triangulation donnée
d'avance, On démontrerait aisément que 'existence d'un polygone tracé dans le
domaine &t ne le découpant pas localement, est indépendente de la maniére

dont la triangulation est effectuée, et, par suite, qu'elle est unw propriété invariante
du domaine.

Cette définition équivaudrait d'ailleurs 4 la précédente et & celle qui est due
a M, Klein?),

Théoréme 20, Le domaine T est umi, ou bzlatére,(mmeme temips
que sa surfuce compactifiante.

Démonstration: soit 7' un domaine homéomorphe d'un do-
maine T — P. T désignant la surface compactifiante par rapport
a4 T et P un ensemble punctiforme situé sur 7.

Supposons d'abord que 7' est un domaine unilatdre. Par sulte,
T— P l'est aussi, et il existe une courbe simple fermée I~ T— P
qui ne découpe pas localement T — P, et, & plus forte raison, la
surface T. T est donc une surface umlatére 2),

Supposons, réciproquement: que 7' soit une surface unilatére, et soit
! une courhe simple fermée ne la découpant pas localement. Envisageons
un triangle 4 situé sur T et disjoint del. Or, P étant, en vertu dulemme 4
(§ 6), un ensemble d'un type linéaire, on peut 'construire & linté-
rieur de d un autre ensemble P homéomorphe a P. D’aprés le théo-
réme 19, le domaine T— P, donc aussi le domaine I, est homéo-

b

morphe de T—P. Or,onal ICT—PCT et, par conséquent.
! ne découpant, pas localement T, il ne découpe localement aussi

T —P. Le domaine T—P est donc unilatére, ainsi que le domaine
T qui est son transformé. Notre théordme est, par suite, justifié.

§ 9. Résumons les résultats obtenus.

Nous avoms prouvé que tout domaine compactifighle 7' est ca-

ractérisé par le couple (», 7) qui a 6té déterminé dans le § 8. On

sait, d’antre part, que toute surface compacte bilatére, ainsi que

1) Klein, Math. Ann. 1870. Bd. 9. Weyl op. cit. pp. 56—66. Cf. aussi:
0. Veblen. op. cit. p. 67. Chuard., Questions d’ Analysiz Situs (Théae). Rend-.
del Circ, Math. Palermo. 1922, t. 46 p. 209. On y trouvera la bibliographie récente.

") On démontre do méme que tout domune contenant un domaine .unilatére,
est, ]m-méme unilatére,
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I'unilatére, est bien déterminée, au pomnt de vue de la Topologie,
par. son nombre de connexion?). Dans le cas done, ot l'on sait si
T est uni- ou bilatére, on peut remplacer dans le couple caractéri-
stique (», 7) le type = par le nombre naturel » qui est nombre
de connexion de la surface compactifiante de 7. Convenons d’appeler
ce nombre 1 qui est bien déterminé pour tout domaine compaeti-
fiable, le nombre spécifique de connexion de ce domaine?),
L'énoncé suivant résume alors nos considérations:

Théoréme 21. A tout domaine compactifiable T correspond wn
seul couple (v, n), ol v désigne la classe du domaine T et n son nom-
bre spécifique de connexion. Ce couple est up invariant caractéristique
pour la famille des domaines compactificbles bilatéres, ainsi que pour

celle des domaines unilaiéres.

Observons que dans le cas olt T' est d'une classe finie c.-h-d. o

vestun type d'un ensemble fini, on peut remplacer » par un nombre
naturel (Cf. Chap. I, § 6).

Le probleme analogue pour les variétés & nombre de dimensions plus é16vé me
parait trés difficile. On rencontre des difficultés méme si 1'on se borne sux domaines
dans I'espace euclidien & trois dimensions, done aux domaines compactifiables
conformément & la définition du § 3, On ne peut pas transformer, en général, un
tel domaine en un complémentaire d'un ensemble punctiforme par ruapport & une
variété compacte, C'est p. ex. le cas fort simple du domaine qu'on obtiont on on~
levant une droite de 1'espace.

Méme dans le cas de deux domuines bornds par des ensembles punctiformes
et sitnds dans Yespace euclidien, I'homéomorphie de leurs bords n'entraine pis selle
de domaines ). Ainsi, la classification des domaines & trois dimensions no se laisse pas

offectuer par les mémes moyens qui nous ont servi & classifier les variétés & deux
dimensiona, : ‘

') Voir I'Introduction, ot nous avons passé en revue les travaux de MY bing,

Jordan et d'autres qui se rattachent i ce sujot.

) On pourrait déterminer ce nombre de fagon dirvecte: p, ex. lorsque 7' est
un domaine bilatére, on peut poser: n==9p, ol P o8t un nombre maximuin de
contours eimples fermés et disjoints qu'on puisse enlever de 7' sang lo découper,
(Cf. Jordan, Cours d'analyse. 1918, ., 11, p, 681).

% Vour: §°6 de ce Chapitre,






