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Sur Péquation fonctionnelle d’Abel.
7 Par
R. Tambs Lyche :(Trondl‘yim, Norvége).

Le but de cette Note est de démontrer le suivant
' Théoréme: Pour que Pégquation dAbel?)

1) | P(f(x) = p(z) + ¢,

.oit f(x) est une fonction donnée d'une variable réelle, définie dans un

ensemble E, et c une constante non nulle, admette au moins une solu-.
tion @(x) dans Uensemble E, il faut et il suffit que I'égalité f(x) ==z,
ok fi(x) désigne la k-idme itérée de f(x), ne subsisie pour aucun point

x de E et aucun. wndice k.

Démonstration. Soit f{z) une. fonction donnée, définie dans
un ensemble de nombres réels E, ¢ une constante non nulle, et sup-

- posons quiil existe une fonction d'une variable éelle Pp(x), telle qu'on

ait 'la formule (1) pour tout nofnbre z de E.
Posons

@ fla)=fia) et filz)=1{f. (%)), pour k-:. 1,2 3,...,

et admettons qu’1l exaste un nombre z, de E et un indice naturel k,
tels que’ .
(3) SACHESEY

La fonetion f(x) n’étant déﬁme que pour les nombres z de E,

il faut, pour que (3) ait un sens (d'aprés (2)), que les nombres
fi(@o), f,(xo), . fa1(®o) appartiennent tous a Iensemble E, d'oh

résulte sans peine, d’aprés (l),
o(fi(m) = p(ze) + ko,

) Oeuvres, Tome II, p. 36.
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ce qui donne, d’aprés (3): k¢ =0, contrairement 4 Phypothése que
c$=0 La condition de notre théordme est aipsi nécessaire,

Soit maintenant f(x) une fonction donnée, définie pour tout nom-
bre réel x faisant parlie d'un ensemble donné E; et supposons que
Iégalité f(x)==x ne subsiste pour aucun nombre x de E et aucun
indice naturel k. |

Par un raisonnement tout & fait analogue a celui par lequel
M. G. Hamel a démontré l'existence de sa base!), on déduit du
théoréme de M. Zermelo lexistence d’un ensemble de nombres
réels B(f), tel que pour tout nmombre réel x existe un et un seul
nombre ¢ de B(f) et un et un seul entier ¥>>0, tels qu'on a

soit & = fi(a), soit fi{x)=2a |

(ces deux formules ne pouvant évidemment subsister en méme temps
pour k>0, puisque on aurait fy(a)= a, contrairement & la pro-
priété de f(x)). - |

Définissons maintenant la fonetion d’une variable réelle plx)
comme il suit. Les valeurs @(a) étant complétement arbitraires pour
les nombres @ de B(f), posons, pour les autres x réels

() = p(a) + ke,

sl @ est un nombre de B(f) et k un indice naturel, tels que a==f(a), et

Pl = p(a) — ke,

s1 a est un nombre de B(f) et k un indice naturel, tels que /j(#)=a.

On voit sans peine, d'aprés la propriété de Vensemble B(f). que
la fonction p(x) sera ainsi définie pour tout x réel, et on déduit de sa
définition qu'elle ‘satisfa_ira 4 l'équation (1) pour tout nombre = de E.
~ On pourrait encore remarquer que les solutions de I'équation
(1) ainsi obtenues sont les plus générales et que, si m est la puis-
sance de l'ensemble X, l'ensemble de toutes les solutions différentes

de équation (1) (davs E) a la puissance 2M.
Remarque de M. Kuratowsks, M, Tambs Lyche & recours dans la seconds
partie de sa démonstration au théoréme de Zermelo et, par conséquent, & la thé-

orie des ensembles bien ordonnds. Or, il est i remarguer qu'on peut éviter oe
mode de raisonnement (en appliquant d'ailleurs I'axiome du choix),

1) Math, dnn. 60, p, 460,
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Classifions & cet effet les nombres réels, en rangeant dans la méme classe
deux nombres &« et y, si pour des indices convenablement choisis, on a fila)= fily).
Ces classes n'ont pas d'éléments communs, car si fi{x) = fi(y) et f y) =/uiz) ol
m > 1, alors fuim—1(%) =fum(y) =Sal2). Or, choisissons un élément de chacune
de ces classes et posons - |

pix) = p(a) -+ (k — e A
ol a est 'élément choisi de la classe 4 laquelle x appartient et k et I sont assu-
jettis & I'égalité fi(a)=/i(2); @(x} ne dépend pas de k et I, car si fi(a)=/i(x} et
Ju(0) = fulz) ol m—>k, slors fiym i (@) =Jala), done frim—2x{x)=/ra(z) d'ou
l4+m—k=n et k-—~I=m —n. La fonction ¢(x) remplit évidemment 1'égalits (1),
quelle que soit la valeur de ¢(a). '






