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Remarque sur un théoréme de M. Kline.
Par

Casimir Zarankiewicz (Varsovie).

Le but de cette Note est de déduire quelques conséquences du
théoréme B de M. Kline, publié dans l'article précédent.

Jappelle point de connexité d'un continu C tout point p de C
tel que, S étant un sous-ensemble connexe arbitraire de C conte-
nant p, ¢ — S est connexe. |

Théoréme. Si le continu C contient un point de connexité, C ap-
partient & une de quatre classes des continus:

1° rayons?) '

29 continus composés dune courbe simple fermée et dun arc sim-
ple Wayant en commun gu’une extrérmte’ de larc szmple

3% arcs simples

4° courbes simples fermées.

Démonstration. Soit » un point de connexité de C. Transfor-
mons l'espace par 'inversion du centre v?%) et, X étant un ensemble
quelconque des points, désignons par X* l’lmage de I'ensemble X
ainsi transformé. L'inversion étant une transformation homéomorphe,
lorsqu'on néglige le centre d'inversion, la connexité de Iensemble
C — v entraine celle de (C—uv)*. |

1) L'arc simple, la courbe simple fermée, le rayon et la courbe simple ounverte
sont des continus homéomorphes resp. du segment, d'une circonférence, d'une demi-
droite et d'une droite géométrique.

%) L'espace est dit transformé par l'inversion du centre » lorsque ix chaque

point w(=t=v) correspond un point ¥ sltué sur le rayon géométrique vz A dis-
1

olv, x|

V' Analysis Sttus, Fund. Math. t. 1V p. 151.

tance g[v, m*] =

., Cf. C. Kuratowski. Sur lo méthode d'invergion dans
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Posons: K= (C—v)* si, C est borné, et K =(C—yp)* 4 dans
le cas contraire.

En vertu de cette convention K est fermé et comme par hy-
pothdse (C— v)* est connexe, K est un continu non-borné,

Je dis, que S étant un sous-emsemble connexe non-borné de K,
K— 8 est conpexe. Supposons par contre qu'il existe un sous-en-
semble connexe et non-borné S de K tel que

K—S=M+N, M=05N, M.N:-‘.O'
ob M et N sont relativement fermés dans M-+ N. Par conséquent

C=8*+v+ M* N%
d'olt
(1 C— (S*+v)= M* + N*.

vOr, S étant connexe et non-borné, S* est également eonnexe et
v en est un point d'accumulation; done S¥* 4+ est connexe. D’autre
part, les ensembles M et N étant non vides, disjoints et fermés re-
lativement dans leur somme, il en est de méme de M* et N* La
formule (1) prouve donc que Pensemble C— (S*+v) n'est pas con-
nexe, contrairement 4 l'hypothése que v est un point de connexité
de C. -

D'aprés le théoréme cité de M. Kline, le continu K appartient
done & une de trois classes des coutinus: (a) rayons, (b) courbes sim-
ples ouvertes, (c) continus composés d’un rayon et d'une courbe
simple fermée n'ayant en commun que le sommet du rayon. |

Conformément & ces trois cas et suivant que C est borné on

- mom, 8iX cas peuvent se présenter: C est -

(@) un are simple, (a’) un rayon,

(b') courbe simple fermée, (6”) courbe simple ouverte,

(¢} continu du type 20 (dans I’énoncé du théoréme) |

(¢) continu composé d’une courbe simple ouverte et un are
simple n'ayant en commun qu'une extremité de lare. :

Il est aisé de voir que les continus (a"), (@), (¥') et (¢’) contiennent
des points de connexité, tandis que les continus (5") et (¢') n’en
contiennent aucun. Notre théoréme est douc établi

On en obtient les corollaires suivants: .

Bi C contient un seul point de connexité, C est du fype 2° ou

1 suivant que C est horné ou non,
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Si C contient dews et seulement deux points de connexité, C est
du type 3

Si C contient plus de deu points de connexité, C est du type 4°.

Oe dernier corollaire présente une géneralisation du théordme 4
de M. Kline (I ¢), qui peut étre énoncé de manitre suivante: Si
tous les points d'un continu:C en sont des points de connexité,
C est une courbe simple fermée. Comme on voit il suffit de sup-
poser que (' contient plus de dewx points de connexité.






