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Sur les continus non-bornés.

(Appiications de la méthode d’inversion),

Par

B. Knasteret C, Kuratowski (Varsdvie).

Nous nous proposons dans cet ouvrage d'étudier les propriétés
des continus non-bornés, aussi bien celles qui n’étaient connues jusqu’s
présent que pour les continus bornés, que celles qui apparaissent
exclusivement chez les non-bornés. Nous. cherchons & traiter ces
problémes d’une fagon autant que possible uniforme, La méthode
qui semble s’y préter tout particulidrement est celle dé Vinversion 1),

L'espace est dit transformé par inversion, lorsqu’s chaque point
p distinet du centre d’inversion correspond un point p* situé sur

1 :
e(p,v) \

On trouve dans la Note citée 4 propriétés’ (I—IV) topologiques
de linversion, qui la caractérisent. complétement au point de vue
d’Analysis Situs. On en tire les deux théorémes suivants, auxquels
nous auroms constamment recours dans la suite: 1° linversion est
une opération biunivoque et bicontinue, lorsqu'on néglige le centre
d'inversion (théoréme 6) et 2¢ pour que Fensemble A* soit non-borng,
il faut et il suffit que le centre d'inversion soit un point d’accumu-
lation de l'ensemble 4 (théoréme 9). |

La plupart d’applications de I'inversion que nous allons envisager

le rayon vp i distance o(p*,v) =

‘dans les §§ 1—3 concernent le cas, ol 4 est un ensemble fermé

non-borné ne contenant pas le centre d'invarsion v. D'aprés les
deux théorémes cités, A%+ v est dans ce cas un ensemble borné
et fermé. Si, en outre, 4 est un continu, 4* + v Vest également.

'} Voir: Kuratowski, Sur la méthode dinversion dans F Analysis Situs,
ce journal, &, 1V p, 161 - 168,
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Un autre cas fréquent est celui, ol 4 est un continu borné,
A — v est connexe et v appartient & 4. Dans ce cas, les mémes
théorémes permettent de proaver que I'ensemble 4* est un continu
non-borné. | .

Parmi les notions qui n’interviennent que dans l'étude des con-
tinus non-hornés, nous nous oceupons surtout de ,l'oseillation infinie¥
et des ,sous continus saturés“.

La notion de loscillation infinie s'impose d’'une fagon naturelle,
lorsqu’on veut -étendre la notion — si importante dans I'étude des

“continus non jordaniens ') — de l'oscillation finie aux continus non-

hornés. Nous l'étudions dans le N 3 du § 1.

L'existence des sous conténis satirés constitue une singularité
dont ne peuvent jouir que les continus non-bornés. On prouve, en
effet, qu'aucun continu borné ne contient de sous-continu saturé.
Autrement dit: K étant un vral sous-continn d'un continu borné C,
il existe toujours un continu L, contenant K et contenu dans C,
qui différe i la fois de K et de C. L’étude des sous-continus saturés
coustitue l'objet du § 3.

Le § 4 est consacré entidrement & la solution d’un probléme 2)
qui 'y rattache de prés. Ce probléme consiste & définir un continu
composé entiérement de sous-continus saturés n'ayant deux & deux
aucun point commun. Nous en donnons la solution affirmative, en
définissant un exemple (voir le continu %, § 4)

Notations et notions préliminaires. A 6tant un ensemble de points de

I'espace euclidien & m dimensions,

C(4) déslgne I'ensemble des poinis qui n'appartiennent pas a A.
A’ " » " » d'accumulation de A.

| A= A+ A, aed veut dire que a est un point de A.
Bi A=14, A est dxt ensemble ferméd. §'il n'existe aucune décomposltmn de 4

*

- A=M+N, JTI><N+M><N=0 ot M0 N,

A est dit ensemble comnexe?). Un sous-ensemble connexe do A qui n'est contenu
dans aucun autre sous-ensemble connexe de A est dit composante do A*), Un

ensemble connexe et fermé (contenant plus d’un point) s’appelle un condtna, Si

) Voir: Mazurkiewicz, Sur les lignes de Jordan, Fund., Math I,
%) C'ent le probléme N. 16 de Fund, Math,, vol. II, p. 286.

% Lennes N, J, American Journ, of, Math. 1911.

4 Hausd orff, Grundzilge der Mengenlehre, Leipsig 1914, p. 24b.
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un continu C contient les points & ot b, sans qu'un vrai sous-continu quelconque
de C les contienne simultanément, ¢ est dit srréductible entre @ et 4!), Un con-
tinu qui n'est pas somme de deux coniinus différents de dui est dit indécom po-
sable?). L'ensemble de tous les points d'un continu indécomposable € qui peuvent
étre unis 4 un point fixe de C par un vrai sous-continu de (' sera nommé un
composant de C3). 4 étant un ensemble fermé, 'ensemble C(4) s'appelle ensem-
ble ouvert ou domaine, Un domajne connexe, est dit région,

§ 1. Les continus de Jordan.,

1. Un continu born¢ est dit un eonting de Jordan, lorsqu'il
est I'image continue d'un segment de droite. Pour qu'un continu
borné soit un continu de Jordan, il faut et il suffit qu'it soit lo ca-
lement connexe en chaque point4). En sappuyant sur cette
condition, on peut étendre la notion du continu de Jordan aux con-

tinus non-bornés: nous appelons continu de Jordan (borné ou
non horné) tout continu qui est localement connexe en chaque point 5),

Nous en signalons les propriétés suivantes, ’

i un continu non-borné de Jordam ¢ ne contient pas le cemtre
d'inversion v, U'ensemble C* + v est également un continu de Jordan.

En effet, en vertu des propriétés générales de linversion, qui
ont ¢té citées au début, O* + ¢ est un continu, De plus, la conne-
xité locale ¢tant un invariant des transformations homéomorphes,
le continu C* + v est localement connexe en chaque point de C*,
Or, tout continu non jordanien contenant plus d'un point de non-

) ZLoretti, Ann. de I'Ec, Norm. 1909,

) Janiszewski et Kuratowski, Fund, Math. I. Cf, Brouwer, L. K. J,,
Math, Ann, 68, 1910. ‘ :

") Janiszewski ot Kuratowski L c. p. 218. Cf. le terme ,merve’ om-
ployé par M. Brouwe r dans les Proceed, Akad, Wett., 'Amsterdam 1911,

‘) Cette condition est due 4 M. Hahn (Wiener Berichte 1914). Un' ensemble
E est dit localement connexe au point p (nzusammenhiingend im kleinen®) si
dans chague sphére entourant p il existe un entourage de p relatif A F qui soit
connexe. Pour le cas ol K ost un continu, la notion de ,connexitd locale* coincide
avec colle dn point de I genre an sens de M. Mug urkiewicz (Voir: ¢ R. do
la Boc, des Sciences de Varsovie 1916 et Sur les lignes de Jordan, Yund, Maith, 1),

Le terme ,localement connexe“ est employé ici par analogle au terme plus
général: ,localoment bien-enchaind® de M. Fréclhet (Ann, de I'Be. Norm, 38).

) M. R, L. Moore emploie dans le méme sens le terme |, continuous surve«
(Cf. Trans, Amer. Math, Soc, 1920).
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connexité locale ), le continu C*¥ 4- v est localement connexe aussi
au point v, ce qui prouve qu'il est un contiou de Jordan.

On en conclut aisément que le théordme suivant, connu ?) pour
les continus de -Jordan bornés, s'applique & chaque continu de Jor-
dan, quel qu'il soit: “ |

Tous deuzx points d'um continu de Jm dan peuvent étre unis dans |
lui par un arc simple,

En outre, chague point dun continu de Jordan non-borné est le
sommet d'un rayon situé dans ce continu?).

2, On distingue parmi les.continus de Jordan quatre classes de

- continus simples: arc simple, rayon, courbe simple fermée, courbe

simple ouverte¢). Il y a une équivalence au sens de I’Analysis Situs
plane entre tous les ares simples ainsi qu’entre toutes les courbes
simples fermées 5). Plus précisément: étant donnés sur le plan deux
ares simples (ou deux -courbes simples fermées) 4 et B, on peut
transformer le plan tout entier en Jui-méme d’une fagon homéo- -
morphe de sorte que A se transforme en B. En appliquant la mé-
thode d'inversion, nous allons établir les théorémes analogues con-
cernant les rayons et les courbes simples ouvertes. |

Nous allons démontrer d’abord que, si le rayon 4 ne con-
tient pas le centre d'inversion », I'ensemble A*+v est
un are sunp]e 4

Par définition du rayonm, il y a I'homéomorphie entre les ensem-
bles 4 et OCxr<Cl. De plus, 4* étant homéomorphe & A, il existe
une fonetion f(x), 0 <x < 1, biunivoque, hicontinue et admettant

.comme valeurs tous les points de A* ILe point v étant le seul point

d’accamulation. de 4* on arrive, en posant f(1) = v, 4 une trans-
formation homéomorphe du segment [0, 1] en lensemble 4% + .

- Cet ensemble est done un arc simple.

') L'ensemble dos points de non-connexité locale se: compose de continus. Voir:
Kuratowski, Fund. Math. 1II, p, 60, lemme,

) Théoréme de M, Mazurkiewicz op. eit. Cf. aussi R. L. Moore A the-
orem concerning continuous curves, Bull, Amer, Math, Soc. 23, 1917.

%) Théorgme de M, Kuratowski, | cit.

) On définit ces continue simples comme continus homéomorphes respective-

" ment: & un segment de droite, une demi-droite, 4 une circonférence, 4 une droite

géométrique, -
5) Voir: Antoine, Ann, do I'Be, Norm, 1922, Cet énoncé est faux pour I'es-
pace 4 3 dimensions, comme M, Antomo I'a prouvé sur des exemples
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D'une fagon analogue, si 4 est une. courbe simple ou-
verte qui ne contient pas v, 4*+ v est une courbe sim-
ple fermée. .

Ceci établi, soient 4 et B deux rayons dont aucun ne contient .
A*+v et B*Lop étant des ares simples, il existe une fonection

- 9(v) biunivoque et bicontinue dans le plan entier qui transforme

A¥ 4+ v en B* 4 . On peut poser, en outre. glv) =v.

-Or, soit: h(z) = (g(«*)}* et h(v)=1». On voit aussitst que la
fonction A(z) est biunivoque et bicontinue dans le plan et qu'elle
transforme 4 en B. Ceci prouve que fous les rayons sont équivalents
aw sens de U Analysis Situs plane.

1l en est de méme des courbes simples vuvertés. La démonstration
est analogue. , ,

Par conséquent, chaque propriété topologique de la demi-
droite géométrique appartient & chaque rayon (plan), de méme que
chaque courbe simple fermée (plane) jouit de toutes les propriétés
topologiques de la droite géométrique. En partieulier, le rayon ne
coupe pas le pldn, tandis que la courbe simple ouverte le coupe en
deux régions dont elle forme la frontitre commune. Cet énonecé pre-
sente la généralisation du théoréme de Jordan embrassant les courbes
simples ouvertes. |

3. La notion de connexité locale conduit & celle de Zoscillation.
D’aprés la définition de M, Maz urkiewicz!) loseillation dun
continu (borné) C au point p est égale i lim sup 0c(, y), o o4z, y)

Ty yp

désigne le plus petit diamétre des sous-continus de € qui unissent
x et y. Cette notion se préte également a la généralisation aux
continus non-bornés. -

Nous dirons notamment que I'oscillation est illimitde an point p,
si elle n'est pas finie et si, en outre, tous deux points situés dans
le voisinage de p peuvent étre unis par un sous-continu borné
de C. Nous dirons qu'elle est infinie, si aussi prés de p que lon

~veut il existe \des points de C' qui ne peuvent &tre unis par un

sous-continu- borné de C. Par exemple, le continu K défini par les

condifions

(1) z=0, 0y ot 0 o<, y:—i-sinzi
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est & oscillation infinie aux points de l'axe des y (ce continu ne
differe guére aun point de vue topologique du continu S% ol S est

donné par les conditions _
.1
2 r=0 —1I<y<+1 et O<m<1’y=8m-§
et le point (0, 1) est choisi comme centre d'inversion).

Si TPon unit les points (0, 0) et (1,sin?1) par an arc n'ayant
avec K aucun autre point commun, Voscillation aux points de l'axe

des y devient illimitée.
Nous allons établir & présent quelques théorémes concernant

Voscillation infinie,

Chacune des trois conditions suivantes est su]‘ﬁaante et nécessaire
pour quun contini C ne contienne aucun point & oscillation tnfinie:

() tous deuxr points de C peuvent étre unis par un sous-continu
borné de C; .

(IT) tout ensemble homéomorphe & C est un semi-continu 1);

(II) C est somme d’une suile finie ou infinie de continus bornés
croissants.

Démonstration 1. La condition (I) étant évidemment suffisante,
nous allons prouver qu'elle est nécessaire.

Soient a et b deux points de C' qui ne peuvent étre unis dans
C que par un continu non-borné. Soit 4 l'ensemble composé du
point a et de tous les points qui peuvent étre wunis 4 a par un

sous-continu borné de C. On a done acd et beC—A4 d'on A4=04=C—A.
L'identité 4+ C— A =C entraine, par conséquent, l'inégalité
A X C— 440, puisque C est un continu,

Nous allons prouver que, si pedXC—A4, le pomt p est & oscil-
lation infinie.
Conformément 3 l’1dent1té

AXC— A=A X (C—4) + 4'X (C— 4)

deux cas peuvent se présenter:

1° ped X (C— 4Y. 11 existe done dans le voisinage de p des
points de C — 4. Pour prouver que l'oscillation au point 2 est in-
finie, il sufﬁt done de démontrer que, si g¢C — 4, le point ¢ ne

1} Un ensemble § est dit un semi-continu, si tous deux points de & peuvent
étre unis par un sous-continu de S,
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peut étre uni & p par aucun sous-continu horné de C. Or

. ) ) ' SllppOSOIlS
qu’ll existe un continu bornéd P tel que |

geb, peP ot PCC.

Comme en méme temps on a ped, il existe un continu b ory d
() tel que

ael), peQ et Q.
Le continu borné P+ Q satisfait done aux formules:

acl’+ @, geP+¢ ot P4+Q(CC,
contrairement & Ihypothése que geC — 4.

2° ped’ X (C —~4). 1 suffit dans co eas de démontrer que, si
red. il Wexiste wucun continu borné K tel qu'on ait:

peK, 1eK et K C.

Or, supposons qu'un tel A existe et soit L un continu borné
tel que l'on ait:

ael, vel, et L C.
Le continu borné K+ L satisfait done aux formules:
aeK + L, peK+ L et K4+ L (C C,

contrairemont & Uhypothése que peC — 4. |

II. Lin propriété d’8tre un cuntinu borné étunt un invariant de
I'Analysis Situs, on déduit de (I) que la condition (II) est néeessaire.
Afin de prouver qu'elle est suffisante, nous allons montrer que, si
C contient un point & ogcillation infinie et vnoneC, Fensemble C*,
bien que homéomorphe & C, w'est pas un semi continu.

En effet, d’aprés (I), ¢ contient deux points p et ¢ qui ne
peuvent Cftre unis dans C que par un continu nonbornd. Si O¥
était un semi-continu, il existerait un sous-continu K de C¥ conte-
nant les points p* et 9* Or, C* étant borné (puisque vnoneC), K
Vest égnlement; mais alors A¥ est aussi un continu borné et il
unit les points p et ¢ dans ¢, contrairement & I'hypothése.

Nous avons démontré, en méme temps, que la condition (II)
peut dtre remplacée par

(1I") il existe aun point vnone( tel que ('* est un semi-

contbinuy,

MI, La condition (II]) étant dvidemment suffisante, nous allons

- prouver qu'elle est nécessaire.
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Supposons done que C ne contienne aucun }.)uint ‘:‘1 oscillation
infinie. Soit vnoneC. D'aprés (II), C* est un semi-continu. _

Soit p un point arbitrairement choisi dans C. Entourons le }Tomt
» d'une suite de sphéres. concentriques (& m dimensions) qui_ ne
contienennt pas le point p et dont le rayon converge vers 0. Soit .S Ly
Sgy .y Sr.vey la suite des intérieurs de ces sphéres. Soit, pour » fixe:

.“‘-

K, le plus grand eontinu satisfaisant aux formules:
peK,, K,C C* — §,.

Un tel continu existe: il est celle des composantes de: ensemble
fermé C* — S, qui contient le point p.
Nous allons démontrer que

3) =YK,

© ne=]

Il suffit de pouver que, pour tout peint ¢ de C¥ il existe un
u tel que ¢geK,. Or, (¥ étant un semi-continu, il existe um sous-
continu ¢ de C* qui unit p et ¢. Comme wnone(, il existe un
S, & rayon suffisamment petit pour gqu'on ait S, X @ = 0. Donc
QCC*—8,, dob @ CK, et par conséquent ge K,

ne

L'égalité (3) établie, on en déduit par inversion la formule

| G=S‘Kf},

qui réalise la condition (ITT). Car, K, étant un sous-continu de l’en-
semble borné C¥ K7Z est égalément un continu borné De plus,
comme K,C K.y, on 8 K¥C K5,

Notre théoréme est done établi complétement.

En se basant sur lui, on peut étendre plusieurs théorémes con-
cernant les continus bornés aux continus qui ne contiennent pas de
points & oscillation infinie. |

Eo particulier: chaque continu & oscillation Jinte ou illimitée con-
tient pour chaque couple de ses points un continu irréductible V).

Cet énuneé n'est pas en général vrai pour les continus non-bornés,
comme le prouve lexemple du continu S5*0, 0), que l'on obtient

) D'aprés un théorbme de Janiszewsk; tous deux points d'un continu
borné &'y laissent unir par un conting irréductible entre eux. Voir: Comptes Ren-
dus, Pariz 1910, Cf. Maznrkiewic_z ibid, et Loretti Aeta Math, 1912,
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du continu 5 défini par les formules (2), en prenant pour centre
d'inversion le point (0, 0). Oe conting ne contient aucun - continu

irréductible entre les points (0, 1) et (0, — 1)),
Il résulte directement de notre théoreme

ductible nom-borné contient des points § ose
Il est & remarquer enfin. que chague p

posable non-borné est & oscillation infinie,

Car, p étant un point quelconque d’un continu indécomposable C,

Yensemble des points g tels que ' est irréductible entre p et g est
dense dans (2), |

que chaque continu irvé-.
iation infinie, ,
vint. d'un continu indécom-

Lout somi-conting bornd qui est une diffdrence de deus ensembles fermés,
agt gomme d'une suite finie ou infinie de continug crotssants, '
Holt, on offet, §== A -« B un semi-continu borné, 4 et B étant des ensembles
formds, D'aprés an théordme do MM, Kuratowski et Sierpinski’) il existe
un continn ¢ homéomorphe & §. Tous doux points de S étant situés sur un sous-
continu borné, il en ost de méme de C. Le continn C ne contient done, en vertn
de In condition (), aucun ypoint i oscillation infinie, On en conmclut seion (1)
que C est somme d'une suito de continus bornés croissants. Il en est de méme
de 8, pulsquo & et C sont homéomorphes, ‘ |

§ 2. Les coupures du plan+),

4. Un ensemble 4 est dit une coupure entre les points p et g,
lorsque A4 est fermé et ces points appartiennent 3 deux compo-
santes différentes de C(4).

Nous allons prouver que |

(@) A étant un ensemble fermé et R une composante de C(A), R*
est une composante de C(A* 4 v). |

in effet, 4 étant fermé, R ne contient que des points intérieurs,
Done les ensembles B et R-—o sont des régions. R — v est, par

) Un exeriple diffdvent, mals éynivalent au point de vuo topologique, a été
détini par M, Kuratowski dans los Fand, v, 1L p. 218,

) Théordme de M, Masvurkiowicsz (Fund. Math, 1, p. 38). Cf. Janiszew-
Mkl ot Kurntownki ibid,

") Tahokw Muth, Jowen,, HSendai 1921, :

‘) T théordmes du N 4 concernont l'espace & n >> 2 dimensions, Les théo-
vrémes dos NN 5 ot 6 ne sont établia que pour le cus n == 2. Leur extension aux
espaces A n "> 2 dimensions dépend do Dextension du théoréme de Brouwer
(voir N. 6) & con onpnaoes
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conséquent, une composante de C(d + ). On en conclpt 1) que
(R— v)* est une composante de [C(4 + v)[*. Les formules ?)

(R—o)*=R* et [C(4 + v)]*=C(4* + v)

- donnent la proposition (a).

On déduit de (@) que la propriété de couper le plan
est invariante par rapport & lopération 4%+ v effec-
tude sur les ensembles fermés. On en conclut auss1 que,
si R est une région, B* l'est également.

5. On appelle coupure irréductible entre p et g toute coupure
ne contenant aucune autre coupure entre ces points, On volt aus-
sitét que la condition suffisante et nécessaire, pour gu'une coupure
A entre p et g soit irréductible ,entre eux, est qu'elle soit la fron-
titre commune des régions-composantes de C(A4) qui contiennent
resp. p et q.

Si 4 estunecoupurenon-bornéeirréductibleentre
pet g et vanme A+ p+g lensemble 4*¥+» est une

coupure irréductible entre p* et ¢*

En effet, d'aprés (@), 4* +v est une coupure entre p* et g¥.
Soit, d’autre part, B un ensemble fermé tel que B 4A* 4 v et
B==4*+9. On en conclut que, 4 étant non-borné, on a ve A*’
done A* — B30, dot A—B*¥*0. Or, 4* 4 v étant borné, B¥
est un vrai sous-ensemble fermé de 4, de sorte que par hypothése,
B* n’est pas une coupure entre p et ¢. Il en résulte en vertu de
(a) que l'ensemble B** 4 p, égal 4 B 4 v, n'est pas une coupure
entre p* et ¢* Donc & plus forte raison B n’en est pas une cou-
pure, ce qui prouve notre théoréme, l'ensemble B étant arbitraire.

Ceci établi, nous allons démontrer le théoréme suivant, qui ne
Pétait jusqu's présent®) que pour le cas d'ensemble borné:

(B) chaque coupure irréductible entre deux points est un contimu *).

1) Voir: Kuratowski, Sur la méthode d'inversion., théor. 7.

%) Ibid , théor. b, o

} Mazurkiewicsz Fund. Math, I, p. 64..

Y Un théoréme moins général fut établi récemment par M. Chittan do n,
{Note on the division of a plane by a poini-set, Bull. Amer, Math, soc, 1922,
p. 310--312). M. Chittenden prouve notamment que, si un ensemble fermd .4

- coupe le plan en deux régions K, et R,, tout en (tant leur frontidre commune,

4 o8t un continu. Or, selon I'hypothése de-ce théoréme, A est une eoupure irré-
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Supposons, en effet, que
tible entre p et ¢ se déeom
N de fagon qu'on ait:

A it une coupure non-bornée irréduc-
posant en deux ensembles fermés M et

A=M+N, M¥ N=0, MfA4N

On en conclut lordque vnone 4+ + ¢, que

A* A o= M+ N* 4o, (MY +0)X (N 4 vjv, M* 4 oo d® 4 ok N* 40

L'ensemble 4* 4 v étant, commenous venons de prouver, une
coupure irréduetible entre p* et ¢*, aucun des ensembles M”* 4+
et N* v n'est une coupure entre ces points. Or, daprés un
théoréme général do Janiszewski!) si deux ensembles formés
et bornés dont aucun ne coupe le plan entre p et ¢ ont un seul
point commun, leur somme ne coupe le plan non plus entre p et g.
Par conséquent, l'ensemble A* + p=—(M* + 2) + (N* + v) n’est pas
une coupure, contrairement 4 Phypothage.

Un autre théoréme concernant les coupures irréductibles, aussi
bien bornées que non-bornées, est le suivant:

(¥) chaque coupure entre deur points contient une coupure irré-
ductible entre ces points. '

La démonstration donnée par M. Mazurkiewicz dans le vol. I
de ce Journal?) se préte, en effet, & une généralisation immédiate.

6. Les deux théordmes précédents permettent d'une fagon bien
simple d’étendre aux continus non bornés I'énoncé suivant connu
sous le nom du théoréme de Brouwer®): K étant un continu, la fron-
tidre de chaque région-composante de Uensemble C(K) est un continu.

Soit & une région-composante de C(K).- Soit F' la frontidre de R.
L'ensemble K -+ F' est donc un continu. Nous allons prouver d’abord

ductible entre chague couplo de points extraits de R, et R,, ce qui en entraine
ln théso en vortu de (£). En outre, on peut remplacer 1'hypothése de M. Chit-
tondon pur 'hypothése plus générale qu'il existe parmi les régions-composantes
do (/(d) doux dont .4 forme la frontiére commune.

1) Voir N 7, théor, L,

" p. 68, :

3) Math, Ann, 69, Une oxtonsion ds co théoréme aux ensembles non-hornés
u 6id déjh donnde par M, Mazurkiewics dans le vol. III des Fundamenta.

Fundamenta Mathematicee V. 3
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. . : ‘ wsition du
que C(R) est aussl un continu. Envisageons la décompos

plan P:
P=R4+ K+ C(R);

on a évidemment
{(R+ K) X C(Ry=KXC(R)=K.

La somme et le produit des ensembles fermés (R 4+ K) et C(IV')
étant des continus, chacun d'eux est un continu ), o

Cela établi, supposons que F' n'est pas un continu. So.le.uti a et b
deux points appartenant & deux sous-ensembles de £ disjoints (51'5
fermés en lesquels F se décompose. On prouve aisément %) (aumsi
bien poor F borné que non-borné) qu'il existe une coupure L entre
a et b telle que

L X F=0.

En vertu de (y) la coupure L peut étre supposée irréductible.
Selon (8), L est donc un continu. L'4galité L X F=0 entraiue, par
conséquent, une des deux formules |

LX BR=0 ou bien LX C(R)==0.

Dans les deux cas on arrive & une contradiction.

En effet, si L)X R =0, ona L X (R+F)=0, ce qui est impos-
sible, puisque R+ F' est un continu qui unit les points a et b et /,
est une coupure entre ces points, _ ,

Si, au contraire, L} C(R) =0, on est également en contradiction
avec .I'hypothése que L coupe-le plan entre p et ¢, puisque, en
vertu de linclusion évidente F(” C(R), ces deux points appartien-
nent au continu O(f). F' est done un coutinu.

En gappuyant sur le théoréme de Brouwer, on peut aisément
étendre aux eusembles non-bornés les deux théorémes suivants:

Théoréme de Hausdorfl's): Chaque coupure entre deux pownts con-
lient une composante qui est une coupure entre ces “pornts.

Théoréme de Phragmini): Un ensemble punctiforme (¢’est A dire,
ne coulenant pas de continu) n’est jamais une coupure du plan.

'} Janiszewski et Kuratowski, loc. cit. p 211
%) Cf. par exemple Hausdorff, 1, ¢, p, 384,

3 Cf. L e p, 343.

1) Cf, Acta Math, 1885, p. 44.
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7. Envisageons & présent les théorem
établis pour la somme et lo Produit des coupures borndes
A et B étant des ensembles bornds ef Jermés

I Si '
1° AXDB ¢st un continu (au sens. plus large %),

2° ni A ni B west une Coupure du plan entre les points p et g,

la somme A -+ B nen est non plus une coupure entre p et g.
I 8 |

i) ) Q) 'V 4} ) ‘ ;
1% A X B est une somme de deux contimus (au sens plus large)
disjoints, |

es suivants qui ont ¢&té

2° ni A ni B ne coupe le plan entre aucun couple de points:
(pv fl)v (fb ?“), (P, 9”), |
la somme A+ B west pas une coupure enire au moins un de ces couples.

01 ) o

19 4 X B n'est pas un continu (au sens plus large),

20 aussi bien A que B sont des continus,
la somme A X B coupe le plan.

On déduit de I et III que

IV. Pour que la somme de deus continus bornés, dont aucun ne
coupe le plan, en soit une coupure U faut et il sufyit qiw leur produit
ne sout pas un continu (au sens plus lurge). .

On prouve aisément que tous ces 4 énoncés restent vrais, méme .
8i Pun des deux ensembles considérés est non-borné, pourvu que
'autre soit borné. Cependant tous ces énoneés sont en défaut
lorsque les deux erisembles sont non-bornés simultanément. Or, la
proposition (a) du N° 4 permet d’en obtenir par inversion des théo-
remes analugues et déstinés spécialement pour ce dernier cas. Nous
les désignons respectivement par I'—IV. _

‘Soient donc 4 et B deux ensembles fermés et non-bornés.
Les théorémes I'—III" s'obtiennent de I—III en y remplagant la
condition 1° respectivement par: |

A > B est vide ou ne contient aucune composante bornée:
A X B contient tout au plus une composante bornée;
A X B contient tout aw moins une composante bornée.

On déduit de I' et II" que:

) Voir: Janiszewslki, Sur les coupures du plan faites par les continus,
Prace Mat,-Iis, 1918, et Straszewicz, Fund. Math, IV, p. 128—13b.
1 (Pest & dive: continn, on vide, ou composé d'un point.
e
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IV'. La condition nécessaire et suffisanie pour que la somme de

deux continus non-bornés, dont aucun ne coupe le plan, en soil une
coupure, est que lewr produwit contienne une composante bornée.

Démonstration. 4d I'. Soit vnoned + B +p +¢. Daprés (a),

" ni 4*4v ni B%+v n'est une coupure entre p* et ¢* Nous allons

prouver que le produit (4*+0) X (B*+v) est ‘un continu (au sens
plus large).
En effet, 'l n'en était pas ainsi, on pourrait décomposer l'en-

semble A*X B*+v en deux ensembles fermés disjoints M et N (non

vides). Soit veM. Donc vnoneN, ce qui prouve que N* est borné
Par conséquent, l'ensemble 4 X B = (4* X B*+4v)* == M* + N* se

* décompose en deux ensembles fermés (puisque M et N sout bornés),

disjoints. Il en résulte que toute composante de N* est en méme
temps une composante de 4 X B. Or, N* étant borné, 4 X B eon-
tient par conséquent une composante bornée, contrairement i I'hy-
pothése.

Il est ainsi établi que les ensembles fermés et bornés A* 4+ v
et B* v ne coupent pas le plan entre p* et ¢* et que leur pro-'
duit est un continu (aw sens plus large). Done, selon I, leur somme

. A* 4 B* 4 v n'est pas une coupure entre p* et ¢*. On en conclut

en vertu de (@) que 4 4 B n'est pas une coupure entre p et ¢.

Ad I1I’. En raisonnant d'une fagon tout & fait analogue, on prouve
que A*XB¥+v se compose de tout au plus deux composantes, ce
qui entraine, en vertu de IL le théoreme II'.

Ad III'. On prouve que 4*X B¥ 4 v n’est pas un continu (au
sens plus large), car le produit 4 )} B contenant une composante
bornée. G, on a vnon eC*; C* et v sont done situés dans deux com-
posantes différentes de A*X B*+-v, ce qui implique, en vertu de III,

le thébréme 1.

§ 3. Les sous-continus du continu non-borné. Les continus
indécomposables.

8. Lemme, S C est un continu irréductible entre a et b et C—p
est connexe, C— p— a ¢st aussi connexe.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en deux parties 2).

1. Nous allons prouver d’'abord que C — a est connere. Nous nous

1) Dans 1o § 3 nous n'aurons réconrs qua la premidre partie de la démonstra-
tion, La seconde partie interviendra dans le § 4. :
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appuyons sur le théoréme suivant!): A ¢tant un continu arbitraire

6l A—a n'est pas connexe, 4 se décompose en deux continus 4,
ot 4, tels que

acd, X 4y, A= Ak A,.

Or, si C—a nest pas connexe, un des continus en lesquels (J

se décompose contient @ et b simultanément. C est done réductible
entre ces points, |

2. 5 peC, C— p —a est connexe. Supposons que
C—p—a=M+N MXN+NX M=0, bell

Il s'agit de prouver que N = 0.
C— p Cltant connexe par hypothése, la formule

C—p=M+ (a+N)

entraine: aeM’. De méme: peM’, car I'ensemble C—a est, comme
nous avons prouvé, connexe. L’ensemble M + p 4 a est done un
continu unissant a et b. C étant irréductible entre ces points, on

aMt+pt+a=0C dod (—p—a= M, donc N=0.

Corollaire. (' étant un continu indécomposable, Uensemble C — a
est connewe, quel que soit le point a.

Démonstration. D’aprés un théordme de M. Mazurkiewicz?)
i1 existe pour chaque point a d’'un continu indéecomposable C un
autre point b tel que C est irréductible entre a et b. Pour en con-
clure que C — a est connexe, on pose dans le lemme: pnon eC.

Théoréme. Chagque continy non-borné contient un continu non-borné
différent de lui.

Démonstration. Soit € un continu non-borné et vnone (. L'en-
semble C* + v est, par conséquent, un continu borné., Choisissons

‘sur ce contiuu un point u tel que C* 4 v soit réductible entre u

et »3). Comme continu borné, C* 4 v contient un continu K irré-
ductible entre u et v4). On a done K == C* 4 v et, comme v&C¥,
K*=4=C. .

1) Cf. notre ouvrage du vol. II des Fund. Math,, théor. V1’, p. 212,

) Fund., Math. I p. 38, Cf. Janiszewski ot Kuratowski op. cit. p. 215.

%) Le point w existe, car chaque entourage de » renfermc un gous-continua
de C. Voir: Janiszewski, Sur les continus srréductibles entre deur points,
Journ. de I'Ee, Polytéchn, 1912, théor, 1V,

*) Voir p. 30 note 1,
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En posant dans le lemme: pnonéeK, v=a, u=>s, C==K, on en
conclut que K —v est connexe, Donc K* est un continu. De plus,
¥ -borné, Ainsi: K* i sous-continu

comme veK’, K* est non-borné, Ainsi: K* est un vrai so

non-borné de C,

1l est 4 remarquer que chaque ensemble connexe non-borné con-
tient un vraisous-ensemble connexe non-borné. Car d'aprés le théo-
réme VIII de notre’ mémoire précité, chaque ensemble connexo (contenant plus
d'un point) est somme de deux ensembles cognexes' différents de lui.

Cependant un ensemble connexe, malgré qu'il soit non-borné, peut ne pus
contenir de continu non-borné, Méme #'il est une région. Dans ce dernior cuag
on & le théoréme suivant: '

Pour qwune région R contienne un continu nom-borné, il faut et ¢l suffit
que le centre d'inversion v soit accessiblet) de R¥ quel yue soit v,

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons, en effet, que C
soit un continu non-horné tel que C CR. Nous pouvons admettre que vnone(,
Car, en cas contraire, on peut entourer le point v d'une petite sphére 4 contenue

- dans B et on peut remplacer C par le continn C —A4--B, B désignant la surface

de A. ,
~ Or, la condition vnoneC, entraine que C* est un ensemble connexe est, comme
C cst non-borné, C*-» est un continu. On a donc

v8C*tv ot (") —v=C"(C R

ce qui prouve que o est accessible de R*, |

La condition est suffisante, Nous allons prouver gue, si le point v est
supposé accessible de la région R¥, K contient un rayon3),

R étant une région, R* Vest également (voir N 4). Or, tout point qui est
accessible d'une région, en est accessible par un arc simple3). Autrement dit: il
existe un arc simple 4 qui aboutit au point v et qui remplit I'inclusion 4 — » (— E*,

- On en conclut que (A—-v)'C BE** (" R. L'ensemble A* = (4 —0v)* est donc un,

rayon situé dans la région R. ' C. Q. ¥. D.
Nous avons démontré, en méme temps, que si une rdgion contient un con-
tinu non-borné, elle contient nécessairement un rayon.

1y Un point g est dit accessible d'un ensemble Z s'il existe un continu K tel
que peK ot K —p CE

%) Pour la définition de ,rayon* voir N 2.

?) Soient, en effet, R une région arbitraire, p un point appartenant & la fron-

tiéro F de B et  un continu tel que: C— R=(p). Le continu C peut toujours
étre supposé borné (voir; lemme de Janiszewski cité au No 9).

Désignons par 4 Tensemble de points x de C' dont la distance de F aatisfajt
& la condition ‘

)

S| =

1
m\ie(%F)<
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9. Un vrai sous-continu 4 de ¢ est dit un SOus-
de C, il n'existe awcun continu B remplissant les

ACBCC o A+B+o

Un sous-continu soburé west jamais bornéd. Cette assertion se dé-
duit aisément #) du lemme suivant de Janiszewskis):

A étant un vrai sous-ensemble fermé et bornd dun
continu G echaque point p de 4 peut étre uni & Pen
somhble A X C-— A par un sous-continu de 4. |

Ainsi In notion du sons-continu saturé n’intervient que dans
I'étude des continug non-bornés,

continu saturé 1
conditions:

10. Pour avoir un exemple d'un sous-continu saturé, nous allons

I’ensemble 4, dtant formé et borné, il existe conformément au théoréme de
Borel une suite finie ,l{,i" R,...[r do spheres (& m dimensions) de rayon
' n

Gyeendby
1
<, +~l qui remplissent l'inclusion: A, (C R + ... 4 R; C k.

2} kn
-y
Pogong § == R®, On a done.

] feml

(1) C—p=Y4,CSCE

.

d'olt: ¢/ CH+ P, ce qui prouve que S--p est un continu, C'est un continu de
Jordun, - | _ ‘

En effet, le point p 6tant le seul point d’accumulation des sphéres
Ri{n==1,2,.,,,i==1,...ks), il n'y a dans le voisinage de‘- chaque point xeS
des points que d'un nombre fini de ces sphéres. Le continu S--p est donc loca-
lement connoxe (voir N 1) au point . o _ .

Or, le point p ne pouvant Gtre le seul point de non-connexité locale (voir N 1),
S-}-p est loculoment connoxe en chaque point et, partant, un continu de Jorda}n‘.

11 oxiste, par conséquent (voir p, 26), un arc simple L tel que: pel (” S+ p, d'ot

solon (1)1 L —p.(" S (C R. I ost donc I'arc cherché.

) Janjsznewski ot Kuratowski, 1. e p. 220.

%) Ibid, ' . ‘
W Janiszewski, Swur les continus irréductibles.. Une démonstration tres

simple de ¢ lemme & 6t6 donno récomment par M. Vietoris, Monatsh, f.
Math, o, Phys, 1921,
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transformer par inversion le continu indécomposable & suivant 2y
(voir fig. 1):

Soit 87 l'ensemble parfait non-dense de Cantor, ¢'est-a-dire,
I'ensemble des points du segment [0, 1] dont les abscisses peuvent

étre écrites dans le syétéme de numération 3 ba,se.B sans chiffre 1,

- Soit N,(n>>1) l'ensemble des points z de 87 tels que

2 ol
FSISE T

Désignons par D, I'ensemble plan formé par les demi-circonfé-
rences déerites au-dessus de l'axe des x par chaque point de a7
et ayant pour cemtre le point (§, 0). Soit, d’une fagon analogue,
D,(nz=1) l'ensemble formé par les demi-circonférences décrites du

point (Ef—?{ﬁ’ 0) par chaque point de N, mais au-dessous de

l'axe des x Posons:

fwe()

Afin de prouver que &% est un continu indécomposable, consi-
dérons la suite infinie “

Sl} B:l:"'a S,,,... .
des demi-circonférences contenues dans & et définies par les con-
ditions: |

') Cf. Janissewski, ibid. p, 86 ot Kuratowski: Thdorie des continus

arrdductibles entré deux points, Fund, Math, 1L, p. 209,
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198, unit les points (0, 0) et (1, 0).
29 Pour tout #>1 le produit §, X S.;1 se compose de I'extré-
mité commune de S, et Sty - -

Soit
S 228,.

ne=]

On démontre par induction que, I désignant 'ensemble des ex-
tremités des segments contigus & 87, on a: I (S L'ensemble [

étant dense dans &7, on a = 97 et S =— @, ce qui prouve que &
est un continu (puisque § est connexe).

D’autre part, 8 — = 87 Par suite B—S=@, ce qui veut
dire que & — S est dense dans . Pour prouver que B est indé-
composable, il suffit done?) de démontrer que @B est irréductible

entre le point (0, 0) et chaque point de & — S Or, cela résulte
immédiatement de la propriété suivante de &:

(m) s1 K est un continu assujettl aux conditions:
KC& K&&, KX S0,
il existe un » tel que: K (T 8, 4 S+...4+8,.

La proposition (7) pout &tre démontrée de la fagon suivante, .

Soit geK ) 8. L'ensemble S étant dense dans g, Pindgualité }(:':5/3 entraine
Pexistence d'un point p de .~ K. On peut, en outre, choisir le point p de fagon
que, A4 désignant I'arc & oxtrémités (0, 0) et p, extrait de S, on ait ged.

Nous allons prouver que K C 4.

Supposons, par contre, que 7eK — 4. Soit #, un nombre naturel tel que la
distance de p 4 K ainsi que celle de » & A dépasse 8- et que l'on ait

Envisageons la bande P formée par tous los cercles i rayon '3"::':?1' qui ont
pour centres un point de A. Le bord de cette bande (marqué a la fig. 1 par un
trait pointillé). & compose de deux lignes paralléles 4 A et do deux domi-circon-

férences ayant pour centre resp. les points (0, 0) et p. Parmi ces 4 lignes, los

') Selon leo théor, IV de MM, Janiszewski et Kuratows ki (1. e.p. 215),

chaque continu irréductible entre un point p et tout point d'un ensemble dense.
dane ce continu est indécomposable, ‘
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trois premieres sont digjointes de g3, ear leurs points d'interséction .avec l'axe des

2110“_1
z sont, en vertu de l'inclusion 4 (T XS, situés dans les intervalles contigus & 37,
) faa]

1 4

La yuatriéme est disjointe de X, puisque Iz distance de p a K est > 3;;>‘%~2-.

Ainsi, le bord entier de la bande est disjoint.de K. Or K étant un continu,
on a K (T P ou bien KX P=0, contrairement aux formules reA — P et geK X P,
Cette contradiction prouve que K(~ 4.

Soit »=(34,4) le centre d'inversion. Désignons par A Vlare
[(0, 0), (4, )] extrait du continu &, le point » exclu. [’ensemble
&% — v étant connexe, $%B* est un continu (voir N° 11). Nous allons
prouver que A¥* est un sous-continu saturé de H* 1)

Il suffit & ce but de montrer quil n'existe aucun ensemble D

connexe et relativement fermé dans & —v (c-h-d. D=D—) qui
remplisse les conditions:

ACDC®@®—v et A=FDzF&—no.
Or, supposons qu'un tel D existe. Par conséquent. [) est un con-
tinu et on a‘l_)—wziz @. En posant dans (m): K =D, on en conclut

que D est contenu dans un are S, + 8 + ...+ S, composé d'un
nombre fini de demi-circonférences. Or, le point v étant interposé
sur cet arc entre 4 (qui est contenu dans 1) et L — A (qui est

non-vide), l'ensemble D = 1) — v n'est pas connexe, contrairement
4 I'hypothése. |

11. Le¢ continu $B* est indécomposable.

Cela résulte du théoréme général suivant:

C étant in continu indécomposuble borné, C* est un continu indéeom-
posable.

Démonstration D’aprés le corollaire du N° 8, ¢ — v est connexe,
quel que soit ». Done, C étant borné, C* est un continu.

Nous allons prouver que ce continu est indécomposable. Suppo-
sons done: que C¥* se décompose en deux continus M et N de sorte
que -

@) C* =M+ N

@) M=% = N.

) La fig. II représente un continu &quivalent topologiquement 4 Q% Le
rayon y >>0, £ ==0 on est un sous-conlinu saturé, correspondant & A%
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M et N étant des continus ne contenant pas le point » (puisque

vnone C*) on a selon (2): M* = C*¥ = N* et comme M* et N* ne
different de M* et N¥ que tout au plus par le point v, on obtient

3 I+ & 57 o N+,

D’autre part, la formule (1) donne:

(4) C*¥* — J[* + N¥%,

Or, M* et N* étant des continus, les formules (3) et (4) im-

pliquent, en vertu de l'identité C**=(—v=2C(, que C est décom-
posahle, contrairement & l'hypothése. Il est donc établi que C* est
indécomposable.

Il importe de remarquer que I'hypothése que ¢ soit borné
est essentielle dans I'énoncé du théoréme. Dans le N° 17 nous
définirons, en effet, un continu indécomposable non-borné & qui
se transforme par inversion en un continu décomposable & + v.
L'inversion des continus indécomposables non-bornés sera étu-
di¢e dans le N° 13,

Quant au choix du centre d'inversion dans le cas de &* on
voit aussitét que, si » est distinet de (0,0) et appartient & S, le
continu &% contient un sous-continu saturé. Si v est un autrc point
de @, le continu ¥ tout en restant indécomposable et non-borné,
ne contient aucun sous-continu saturé

Ainsi, parmi les continus indécomposables non-
bornés il existe qui contiennent des sous-continus
saturés et aussi qui nen contienneunt pas.

12. D'autre part, un continu ayant un sous-continu
saturé n'est pas nécessairement indécomposable. Si
pur exemple, on ajoute le segment |— 1, 0] de I'axe des z au con-
tinu de la fig. II, le continu ainsi formé, tout en étant décompo-
sable, contient un sous-continu saturé, composé du segment ajouté
et du rayon. y >0, 2 =0,

Or, malgré qu'il en soit ainsi, le rile des continus indécomposables
dans la construction des sous-continus saturés cst tout o JSait essentiel:
le théoréme, qui va suivre, montre en effet que chaque continu

‘admettant des sous-continus saturés — qu'il soit décomposable ou

non — confient toujours un continu indécomposable.
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Théoréme.: K étant sous-continu saturé d’un comtiny C. Uensemble

[

C— K est un continu indécomposable.

Démonstration. ¢ — K est un continu. Car, il n'en était pas

ainsi, on pourrait déecomposer le continu (7 en deux continus C, et
G, tels que

KCG,ECG, C,Cf0,),

contrairement & I'hypothése que K est saturé.

Ceci établi, supposons que le continu (-— K soit décomposable:

(6) - (—K=M+N
(6) M= (— K= N
C étant un continu. l'identité |
(0 C=K+ M+ N

entraine: KX (M + N) 5= 0. On peut done poser: K X M=0. On en

conclut que: K + A cst un continu et, comme K est saturé, on a:

(8) K+ M=0C
ou bien ,
(9) K4+ M=K.

Dans les deux cas on arrive & une contradiction.

Car, I'égalité (8) entraine que ¢ — K C M, done (' — K (C M.
ce qui donne selon (5): ¢ — K = M, contrairement & (6).

De méme, Iégalité (9) implique en vertu de (7) que Pon a
K+ N=2C, do on conclut, en raisonnant comme auparavant,
que C — K = N, contrairement & (6). C. Q. F. D.

Ainsi, l'étude des sous-continus saturés se raméne & celle de
certains types de continus indéecomposables, |

Or, on sait qu'un continu indécomposable est formé d'une infi-
nité indénombrable de composants?). Sl est borné, chacun de

1) Nous nous appuyons sur le théoréme général suivant: K étant un sous-

continu d'un continn C, 5i C—K est.une somme de deux ensembles fermés P

et ¢ sans points communs, les ensembles X ~+P et K4 ¢ sont des continus.
Voir: Knaster et Kuratowski, 1. c. p. 212, théor. VI’
) Cf. Janiszewski et Kuratowski, L e p. 218,
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ses composants est dense dans lui, Dans le cas de continu non-
borné, il n'en est rien.

En effet, si K est un sous-continu saturé d'un continu indéeom-
posable C, K est un composant de C. Cependant il est non-dense

- dans C, puisque chaque vrai souvs-continu d'un continu mdécompo-’

sable est non-dense dans lui 1),
Inversement, si un composant K d’'un econtinu indé-
composahble (! n’est pas dense dans C, il est nécessai-

rement un sous-continu saturé de C. Car K est encore un
vral sous-continu de (7 et, par définition du composant on a: K (" K,
d'ot K= K.

Le théoréme de ce N° donne le corollaire suivant:

Un continu C qui contient dewx (au moins) sous-continus saturds

disjoints est indécomposable.
'En effet, si K, et K; sont deux sous-continus saturés de C et

KX Ky=0,0ona K,CC—K,C C—K, et, comme C— K, est
d’aprés le théoréme mentionné un continu indécomposable, le continu
K, est non-dense dans C— K,, done dans C, On a par conséquent:

C=C—K,. Or (— K, étant indécomposable en vertu du méme
théoréme, I'égalité précédente prouve que C est indécomposable.

La condition que les sous-continus saturés soient disjoints est essentielle,
Car, si on ajoute au continu de la fig. 1I le continu, qui lui est symétrique par
rapport &4 'axe des y, on obtient un continu décomposable en deux sous-

. continus saturés, dont chacun est indécomposable,

13. Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que
C étant wi continu indécomposable non-borné, C* + v soit un continu
tndécomposable, est que tout au moins un composant de C me con-

tienne aucun continy non-borné.

Démonstration. Remarquons d'abord qu'en vertu du corollaire

‘du N 8, 'ensemble C—wv est connexe, done I'ensemble C* = (C'— v)¥

Pest également et, comme C est non-borné, C* 4 v est un continu,

I. La condition est nécessaire. Supposons, en effet, que chaque
composant de C contient un continu non-borné. Posons: S==0 en
cas ol vnong C) et S=le composant de (! qui contient v, en cas

Y Théordme Il de Janiszewski et Kuratowski, ibid. Un censemble E
est dit non-dense dans C si K C(J’ ot si dans le voisinage de chaque point de C
il existe des points de C' qui n’appartiennent pas 4 E.
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contraire. Nous allons prouver que, si C* 4- v est supposé indécom-
posable et si ¥ désigne le composant de C* 4 v qui contient », on a

(10) (C—8*C V.

Soit, en effet, pe C - S. Il existe par hypothése, un continu
non-borné K tel que

(11) peK, KCC, K& C.

Les deux derni¢res formules entrainent, par définition de com-
posant, K C C— S, d'od vnone K. Par conséqueut le continu K
étant non-borné, K* 4 est un coutinu. De plus, la condition (11
implique que K* -+ v est un vrai sous continn de C* -4 v contenant p*.
Done p*e ¥, d’olt Vinelusion (10).

Tout composant d'un continu indéecomposable étant de premidre
catégorie dans ce continu!), on en comclut que V et, selon (10),
(C— 8)* est de premiére catégorie dans C* + v, De méme, S étant
de premiére catégorie dans C, S* lest?) dans C* 4. On arrive
ainsi, en vertu de la décomposition

C*+v=(C— S)* + 8% + v,

4 Ia conclusion que le continu C(* 4+ v est de premidre catégorie
dans lui-méme. Cette conclusion coutredisant le théoréme de Balre
(d'aprés lequel aucun ensemble fermé non-vide n’est de premiére
catégorie dans lui méme), on en déduit que le coutinu (¥ 4 v est
déecomposable,

II. La condition est suffisante. Supposons qu'un composant
A de C ne contient ancun continu non-borné. [l s'agit de prouver

‘que le continu C* 4 v est mdéuomposable

Soit ,
(12) unone C* 4 v,

Transformons l'espace par inversion de centre u et désignons
Pimage d'un ensemble arbitraire X ainsi transformé par X ° Lopé-

1) Théoréme de M. Mazurkiewicz, Fund. Math, I, p. 36, Un ersemble
est dit de premibdre catégorie daus C, s'il est somme d'une mﬁmte dénombrabls
d'ensembles non-denses dans C.

*) 8i E est non-dense dans C, il l'est également dans C — p. Par conséquent
£* est non-dense dans C*=(C-—»)*. On en conclut que, s A es de premidre
catégorie dans C, A" l'est dans ¥
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ration X° jouit donc par rapport & # des mémes propriétés que X*
par rapport & o. '

Posons: D=(C*+0)* si C* est borné, et D= ("% -} )0 - o
en cas contraire (c’est-i-dire: si ve C). D est done, en tout cas, un
continu borné contenant le point »° Or,

(13) D°_—:(0*+v)_°°=(()*+v — = C¥* {. 9,

Supposons que le eontinu C* + v soit décomposable. En raison
du théoréme du N° 11 et de I'égalité D° = C* 4, qui résulte de (13),
on conclut que le continu D est aussi décomposable. Par conséquent!),
l'ensemble de points z tels que J) soit irréductible entre »° et @
n'est pas dense dans D. D'autre part, l'ensemble A*9 est dense
dans D. Car, le composant 4 ne contenant swucan continu non-borhé,
4 ne peut &tre lui-méme un continu, Or, chaque composant qui
west pas un continu étant dense dans C (voir p. 46), 4 est dense
dans C, et par suite A* est dense dans C* et 4%#0 dans C*9 done
dans D).

Il existe, par conséquent, un point p(d=v) de 4 tel que L est
réductible entre v° et p*%. D &tant borné, il existe un sous-continu
K de D irréductible entre v° et p*¥0 et tel que

(14) | K< D.

Deux cas peuvent se présenter suivant que K — u est connexe

on non. Nous allons prouver que les deux cas impliquent une eon-
tradietion, |

(i) £ wuest connexe D'aprés le lemme du N 8, l'ensemble
K—u—1° est connexe. L’ensemble (i —u— 090 Pest également,
puisque unone K—u—10 Or,

(K~ u— 00 =K — 0 00— Ko _ yoo
Mais

'D°°=:v—- u:v’

- car v3=u selon (12), anc

(K—u—v)o =Koy,

) Cf. Janiszsewski ot Kuratowski, 1. ¢, p. 215b.
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ce qui prouve que J°—1y est connexe. On en conclut que Fensem-
ble KO0¥=—=(K°-—%)* est aussi connexe. K°% est done un continu.
En outre, ‘lhypqthése‘) p*°eK entraine que p*o°*sK°o* Mais
p¥l=p* —u=p* (selon (12)), dod p** —p¥t—=p __p—p,
puisque par hypothése P Ainsi |
(15) pe Ko,

K étant fermé et borné, K° est fermé Par conséquent 1), les
eusembles KO* et K% ne different que, tout an plus, par le point .
1l en résulte, selon (14), que K" d=(, c'est-d-dire. que K°* est un
vral sous-continu dé €. D’aprés la formule (1) et par définition
de composant, on a

(16) K" C 4.

Le composant 4 ne contenant, par hypothése, aucun continu
non-horné, le continu K0¥ et, a fortiori, Tensemble K®* est borné,
en vertu de l'inclusion (16).

D’autre part. on peut prouver que K°* est pon-borné, car v°

appartenant au continu K, on a v°¢K’, d'oh ve K¥.ce qui prouve?)

que JK°* est non-borné.

(ii) K —u n'est pas connexe. Selon le. lemme du N° 8, K
est done réductible entre # et chaque autre de ses points. Il existe
done, en particulier, (K étant borné) deux sous-continus L et M
de K irréductibles respectivement entre % ef u et entrée u et p*°.
K étant par définition irréduetible entre »° et p*, on a done

a7 ‘ v none M.

L étant irréductible entre u et v°, lensemble L—u est connexe
(voir lemme du N° 8). En raisonnant avec L d’une fagon tout & fait

analogue quawec K dans le cas (i), on prouve que L% est un vrai

~sous-continu nou-borné de C. De plus, comme ueL’ L° est non-
“horné, done vel%*

Ainsi, le composant de C qui contient v renferme un continu
non-horné (i savoir L%). Ce composant est donc distinct de 4,
qui par hypothése ne contient aucun continu non-borné. Par con-
séquent: vnon e A.

1) Fund. Math. 1V, p. 167.
?) Fund; Math, 1V, théor. 9, p. 157.

Fundamenta Mathematicae V.
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Les points p et » sont done situés sur des composants diﬁ'érentr?
de C. On en conclut que C est irréductible entre p et ». Mais ceci

implique une contradiction, car, comme nous allons prouver, M°¥
est un vral sous-continn de C unissant p et v.

En effet, le continu M étant irréductible entre u et p*°, M —u
est connexe. M° est donc un continu. En outre, comme _ueM,‘ Mo

est non-borng, donc ve % D'autre part, psM°¥, ealr‘p*"eM L/en-
semble M unit done les points p et ». Cet ensemble. est un con-
tinu, car d’aprés (17) vnoneM® ot, M® étant connexe, M* est aussi
connexe, done M® est un continu. Enﬁn:W est un vral sous-
continu de C, car Iinégalité M= D entraine M%* == C.

Corollaire. L’ensemble-somme de tous les vrais sous continus non
bornés d’un continy indésomposable C est, ou bien identique & (), ou
bien de premiére catégorie dans C. | ‘

Démonstration, Désignons par § Pensemble formé par tous les
composants de C qui contiennent des continus non-bornés. Posons:

(18) 080

Il s'agit de prouver que S est de premiére catégorie dans (.

Soit vnoueC. D'aprés le théoréme et la formule (18), C* 4 v ent
un continu indécomposable. Soit V- le composant de ce continu tel
que veV. }* étant de premitre catégorie dans C, il suffit de prou-
ver que

(19) SECV,

Or, soit K un vrai sous-continu non-borné de C. Comme vzone K.
K* est un vrai sous-continu de C* + & contenant v. Done

K*(CV et K¢ CV,

d’olt on déduit linclusion (19). C. Q F. D.
~ Le corollaire qui vient d'étre établi montre que dans un continu
indécomposable les composants ne contenant que des’ continus bornés
— @ moins d’étre complitement absents (comme dans le continu &7
du § 4 par exemple) — ge présentent toujours en infinité z'ndénon»
brable. S | '

Par contre, 4l se trouve, en vertu du théoréme du N° 8 dans
toul continu indécamposqble non-horné au moins un composant qui
contient des continus non-bornds.” D'ailleurs, il peut y avoir un seul
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composant pareil, ou un nombre fini, ou une infinité dénombrable
ou indénombrable,

§ 4 Exemple d'un continu composé de sous-continus saturés
disjoints

14. Le probléme de Pexistence d'un tel continu peur en vertu
des bhéorémes du No 19 sénoncer aussi de la facon suivante:

existe-t-il un continu 1ndéqomposab1e dont chaque
composant so1t un continu? '

Le continu % que nous allons définir dans ce §, repond au

-probléme. Il est & 3 dlmensmns, cependant la partie essentielle du
-procédé, par lequel nous allons l'obtenir, consiste a construire un

continu auxiliaire plan et borne, qui est représenté i la fig. IIT
Ce .continn — appelons le § — est indéecomposable et ne constitue -
quune déformation du continu. & (du N° 10) ayant pour but de

pouvoir en enlever un ensemble fermé quile coupe en parties con-

nexes et relativement fermées dans le reste, sans que ce reste cesse
d’8tre connexe. Or, J g'obtenant de ce dernier comme image h o-
in.éO"mor'ph,e et fermeée, on peut s'arranger de fagon que, tout
en étant un continu, il conserve la dissociation en parties disjointes
et fermées, qui en sont autant de composants

Telle est. I'idee directrice dela construction. Nous allons la réa-

liser de facon que la modification topologique porte uniquement

sur le composant S de B, les autres cQmposants de ce continu
n’6tant soumis qu i une transformation homéomorphe. La modifica-
tion de S consiste & mumr ce composant d’une’ infinité de points
d’arrét ot de ramification situés sur laxe des

Nous continuons a nous servir des notations du N 10 sans en

modifier la signification.
Définition au continu & Soit z&l. Si i est 'extrémité gauche

1 :
d'un intervalle de longueuvg; contigu & 97, désignons par F(e, ),
pour ¢eN, ., l& ligxla polygonale tracée successivement par les points:

| . 2
(zm—g—;;,e), (%+8““§;;L‘1a3:

. 2 1 1
(1»+e*-~3;;¢~i,3;“ e)‘.f’t (a'g"‘“e)
.‘ . g
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Si i est l'extrémité drmte de cet intervalle, déswnons par ¥ (e, 1)

la ligne symétnque a F (e, z~—~-31;) par rapport a la droite &= i+

13 13"' Les points i=0 et 7 =1 sont regardés respectivernent commeo
les extrémités droite et gauche d'un intervalle de longueur 1 ,con-
tlgu‘- A 8% Posons:

G(i) —-ZF(e i) et By =_Y'G()

fel

Bl
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?: 1=l '
@f-{[iﬁ“— %—%&. =]

FIG.HI.

Le continu § s'obtient de E|, de la méme mamére que B de D,.
Plus prémsément K, désignant I'ensemble des points

42 — | N
(555 o @,

[+5]
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On voit que la trunsformation de D, en K, a pour effet immédiat de mettre cer-
tains de ses megments (par exemple, le segment (I, 0), (*/;, 0)) en conmtuct avee
I'axe des  pur toute lear étendae, de sorte que les ensembles E,(n>0) viennent
s'appliquer contro K saivant une infinité de segments de cet axe et non plus
suivant 'ensemble punctiforme 57 comme ce fut le cas de B

En conséquence, on voit apparaitre sur & une infinité de points d'arrét
(co sont ceux de /) et une infinité de points de ru'mificati‘on, également

situds sur Paxe dos . et convorgeant vers g7 (ces derniers points peuvent étre
mis sous une des yuatre formes suivantes:

10 b5 1 . 2
B! gn' J+ Bl Gt .?+‘“3—,‘1‘_*T1

oft n >>2 et | désigne 'oxtrémité gnuche d'un'intorvalle de longueur Bl-clontigu aar
‘ n p

distincto toutefois de §, 1, ,4,...), ls sont représentés i la fig. 11I par des petits

disyues noirs, ‘ :

Définition de . En désighant par ¥ l'ensemble linéaire composé
de points de ramification de '§ et de ceux qui appartiennent a 27,
faisons correspondre & chaque point (z, y) de I'ensemble §—V un
point & 3 coordonnées x, y, 2, ol z est le nombre inverse de la
distance entre le point (2, ) et ensemble V. En symboles:

: 1
2= .
| o[t y) V1
J# est 'ensemble des points ainsi obtenus.

15, La transformation de § —V, que nous venons d'exéecuter,
étunt — comme on voit — biunivoque et bicontinue, les ensem-
bles % et §— V sont homéomorphes. Cela nous permet de
baser la démonstration des propriétés de o sur celles de & et do V.
Nous en utiliserons les suivantes:

(I) @ est.un continu indécomposable.
Soit, en effet, dans &

78l nr
13 gyeeey annna

la. suite des lignes polygonales, analogue & {S,} et définie par les
conditions suivantes: |

1° la ligne 7T\; composée de 4 segments, unit le point (0, 0) au
point (40, 0), | .\ | -

20 pour tout n>1, T, X T4, est 'extrémité commune de T,
et L., |

80 ensemble des extrémités des {I,} ot » > 1 colncide avec
celni des points d'arrét et de ramification de 8.
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Envisageons la somme T :21’,,.‘
LT v
On prouve, de la méme maniére que pour S, que:
(¢) K étant un continu assujetti aux conditions.

KCQK#QetKXT#O

'Vzl existe un n tel que KC T, + Ty +... +T,.

Tl en résulte, tout comme pour @, que € est un continu irré-
ductible entre (0, 0) et chaque point de l'ensemble @ — 7, qui ost
dense dans & On en coneclut.que le continn & est indéeomposable,

(I1) L'ensemble & —V est composé d'arcs simples sans extrémités;

ils wont deur & deux aucun point commun; leurs ewtrémitds forment

l'ensemble V.

On, voit, en effet, que chacun des ensembles T, — V7 est, en vertu des con-
ditions 2° et 3° un are s1mp1e sans extrémités; ees dernidres forment l'ensemble
V— (87— D).

D'autre part, I'ensemble @-—V — 7' est également composé d'arcs simples
sans extrémités; l’ensemble de leurs extrémités est 7 — I On peut s'en convain-
cre, en se basa.nt sur les analogies entre @ — ¥ — Lot - g7—S8, qui so com-~
pose de demi-circonférences disjointes i extrémités situdes sur 'axe des x dans I’on~
semble &7 - 1. La seule différence, qui se présente ici, est que toute demi-circon-
férence de B — S est remplacée dans @— 7' par un arc simple étant une espéco
de ligne brisée qui effectue uane infinité d’osclllatmns de plus en plus petites & me-
sure qu’elle s approche de ses extrémités.

Déslgnons par 4 un de ces arcs sans extrémltés qui forment

Tensemble § — V. Nous allons prouver que

(III) It weriste aucun ensemble B connexe et wlatwemmt Jermé
dans §—7V qui remplisse les conditions

(1) ACBC§—7V
ot .
(2) A£B49V.

Supposons, en effet, qi'un tel B existe. B étant done connexe

et relativement fermé dans §—Y, l’ensemble B est un contmu ot
on a

G B=B—V

Cette égalité lmphque que B==§, car on aurait en cas contraire
B=§—V, contrairement & 2).
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Doux cus peuvent se présenter:;
10 BXT=0. D'aprés (o) il existe done un n tel que

BCT +T+...+ T,
d'olt on tire en vertu de (3):

BC(T,—=V)+(T;—V)+... + (1, V),
les sommandes du membre droit étant selon (II) disjoints et relati-
vomeont formés dans §-- V. En vertu de la connexité de B on en
conclut que B est contenu entidremént dans un de ces sommandes.
Soit B C T, —F, d'ol selon (1) AC BC T,—V et par définition
de 4, 4 =T, ~V. On a par suite 4 = B, contrairement & (2).

20 BXY == 0 On a dans ce cas B(C §—V — T. Comme tous
les points de & qui sont situés sur l'axe des z appartiennent
& V+ T, on conclut que B est dlSJOlnt de cet axe. Il existe donec
un # tel que B E,.

Soit peB — 4 Suit L Yarc simple extrait de A, contenant p et
ayant les extrémités sur l'axe des . En désignant respectivement
par .ay, ag et I, I, les extrémités de 4 et de L, on a évidemment
a; <1, < Iy << a, ou bien Iy < a, < ay < I,. Ces points étant situés
dans &7 — I, soit [i,, 4] un intetvalle contigu & &7 et interpose
entre g, et /, Il existe par conséquent un T, dont une extrémité
ge trouve interposée entre a, et !, et l'autre entre 7, et a, (ces ex-

‘trémités, désignona les par 4 et iy, sont:

by 7’1"{:32@2 ot t, = i ﬂ‘; ‘2_ ou 1 __‘__1,_._5_.*&,'

suivant que 7 > 0 ou n == 0).

Or, le polygone composé de T et du segment [t)', %] coupe le
plan en deux régions, dont l'une comtient 4 et lautre Tarc simple
L avec le point p. L’ensemble B étant connexe et n'ayant avec.ce
polygone aucun point commun, ‘Ta formule (1) entraine que pnone B,

contrairement & I'hypothése que peB — 4. |
[l est donc établi que chacun des cas 1° et 2° implique une

contradietion, La. propriété (ILI) est ainsi démontrée

(Iv) L/ ansemble §—V ‘est conneve.
Pour le prouver il suffit de montrer que les conditions

4) V== M—{-N, MX N+ M,X N=0 et M X T,0
eﬁtpainent I'égalité N =0,
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Or, T, — V étant connexe. linégalité M X T, =40 implique que
() T,—VCMdow T, C M+ V.
On peut prouver par induction que

(6) T C M4V, dod TC M+ 7V,

En effet, les formules (4) ot (b) donnent:
(7} . 0=MXN=(I,-V)XF
Or, T\ 4 T, étant 'ensemble limite des arcs sirxxﬁlnn
Ty, Tys..... Tory,... (k > 2),

la formule (7) implique qu'a partir d'un certain k- on a Tor_g X N == 0, d'on
Tor_g(C M+ V. On a par conséquent pour la limite des Loh_g (=3, 4..):

L+ T CHFT=H4V=(H=V|+7
d'olt, en y sabstituant I{ X ga ]T[T

LCHX(§—V)+7,

ce qui entraino selon (4) que
CLCHXMAFN V=MV

D'une fagon générale Ty, 4 T2"+1 + T2n~l~2(n’> 1') étant l'ensemble limito
de la suite {Tzk“—2ﬂ—-3} ol k=n + 2, on montre par un raisonnement analogue
que I'inclusion TZ“ C M + V7 entraine les inclusions

Tyapr CH 4V et Lowps C M+ V.

La formule {6) est ainsi établie.

D'aprés (6) on a TC M+ V, d'on §="_’1_'C M+ V et par con-

- séquent &— V("M. On a donc selon (4): N CM, dou 1V=¢VXM&O,

¢. q. f. d.

16. Ceci établi, passons & la démonstration des propridtés de o
H est un continu. En effet, o est par définition une image ho-

méomorphe et fermée de §— qui est un ensemble conngxe
d'aprés (IV),
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K el une somme des sous-continus saturds disjoints. En eﬂ”et,
solon (Il)l les ares simples sans extrémités dont 86 compose Yensem-
ble 8-~V étant disjoints, il en est de méme de leurs images
dans & Comme ces arcs sont par définition connexes et relative-
ment fermés dany §--V, leurs images dans & sont des continus.
Do plus elles sont des sous-continus saturés de I, car 81l exi-

stait pour une image 4, d6 4 un sous-continu B, de o tel que
Fon ait:

‘mQ&CWutA¢E#W

lo sous-onsemble B de & -V (dont B, est l'image) serait connexe

relativement lumm‘ duns § ~ V et sutisferait aux conditions (1) et (2),
contrnirement (I,

7.

I vat, peut élre, intéressant de noler quo fous les composants de G ont un
mbims Lype Topologique, b savoir, colui de lu hqne droste. Comme continu indé-
composuble, g ost, bien entendu, irvéductible entre tous deux points situds respee-

tivement sur deux quelcongues de cos lignes,

L7. 9 possddo, on outre, la propriété amvante, qm fut signalée
dans lo Neo 11:

H constitue un exemple d'un conting indécomposable qui se trans-
Jorme par inversion en un continu déeomposable HE + v, guel que soit
le point v chaisi comme centre de [inversion.

(fotte propriété do & résulte du théordme du NO 18, chaque
omposant de ¥ contonant un continu non-borné  (puisqu’il en est
lui-méme un), | ,

Il est cependant. facil dc voir quun continu possédant cette
propriété ne doit pas 6tre nécessairement composé exclusivement de
soug-continus saturds, Kn offet, si — sans altérer la défmition de & ‘
on remplace dans colle de I Pensemle V par Uensemble 1, le con-
tin indéeomposable ainsi oblenu se transforme par. inversion. en un
continu décomposable, tout en contenant un composant non-fermé (donc
douse duns lui), & wavoir limage de T

18, Lo probléme qui rosiv ouvert st de savoir siles continus présen-
tant los singulnrités snnlogues & colles des exemplos do ce § exi-
atent sur lo plan, La hunsformation, que nous avons exdcutée sur le continu
& pour on obtenir 'onsemble o, no permot en effot que d'en affirmer U'existence
#ur un warfaco homéomorphe A un plan, dont onaenlové un ensem-
ble punctiforme,
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Hhy B. Knaster ot C. Kuratowski:

Or, il nous semble néanmoins que cette transformation mérite d'atre envisagée
ici & un point de vue plus général, car elle se préte bien A la réduction de plu-
sieurs problémes concernant les ensembles non-bornés de l'espace R,qq (A 'n—}-’l
dimensions) a I'étude des ensembles bornés situés dans l'espace R,

~ Soit, en effet, dans I'espace K, un ensemble fermé quelconque F. Faisons
corre§pondre & chaque point p de R, — F un point ,f(p) de I'espace R,y;, dont
los # premiéres coordonnées coincident avec celles de p et dont la (n-1)8me ggt
le nombre inverse de la distance entre p et F.

La fonetion f(p) est évidemment biunivoque et bicontinue dans I'ensemble
R, — F. En outre, si F' contient des points d'accumulation d’un ensemble A4 dis-
joint de F, 'ensemble f(A4) est non-borné, quel que soit 4. (e sont ces
deux propriétés de f(A4) qui en déterminent les applications. Nous los avons vues
intorvenir, en particulier, dans la transformation de @ en J).

Voici une auire application bien simple de l'opération S(p). M. Sierpiniski
a défini dans I'espace 4 3 dimensions un continu non-borhd quise décom-
pose en une infinité dénombrable de continus disjoints?), 1 a dé-
fini aussi & un autre propos un ensemble plan connexe ¢t borné jouisge
sant de la méme propriété?) .

Or, une légére moditication de ce dernier exemple donne un ensemble & plan
et borné tel que f(E) est un continu & propriété désirée.

Soit & l'ensemble formé

1° des segments T ==

2,,7 Ogygh ol ?‘&}O
20 du segment y =0, 0 <L y=<< !

3¢ des arcs de.circonférences & 2709, qui unissent le point (~2—;, 0) au point

1
(0,2

D'ésignons par B lensemble composé du point (0, 0) et des points

(O, 533) (n == 2).

L'ensemblo A~ I etant connexe, I'ensemble F(E—F') cst un continu De plus .
E — F étant une somme d'une ipfinité dénombrable d’ensembles connexes, rclati-
vement fermés dans lui et disjoints, le continu f(& — F) se décompose on unc
infinité dénombrable de continus disjoints.

') Il en est de méme de D'application de cette méthode 4 la démonstration
du théoréme, d'aprés lequel une différonce de deux ensembles fermés situds dans
R, est toujours homéomorphe d'un ensemble forme situé dans Bupa (voir: Ku
ratowski et Siorpifiski, Tohoku Math. Journ, 1921). |

'} Toh6kun Math, Journ, 1918,

) Fund, Math, IV, p. 5.






