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Sur un exemple effectif d'une fonction non
représentable analytiquement.

Par

'W. Sierpifiski (Varsovie)

Le premier exemple effectif d'une fonction non représentable
analytiquement a été donné én 1905 par M. H. Lebesgue?)
4 laido de nombres transfinis?) La théorie des ensembles (4) de
MM. Souslin et Lusin? donne un moyen de définir effective-
ment une fonction non représentable -analytiquement sans utiliser
des nombres transfinis 4). B )

Le but de cette Note est de donner un exemple effectif diune
Sonction non représentable analytiquement sans faire appel aux nom-
bres transfinis et & la théorie des ensembles (4) et sans utiliser les
opérations d’addition et de multiplication & partir d’'une infinité non

" dénombrable d’ensembles ni dans la construction de l'exemple ni

dans la démonstration b). Toutefois lidée de notre raisomnement

1) Journal de Mathématiques, 6¢ série, t. I .
.. Y Lexistence de fonctions non représentables analytiquement résuite du
fuit que l'ensemble de toutes les fonctions rentrant dans la classification de M, Baire
& une puissance inférieure & celle de I'ensemble de toates les fonctions d’une
variable réelle (ce qu'on démontre -4 I'aide de-nombres transfinis et d’axiome du
choix). ' _ : ; o '

. %) Comptes Rendus t. 164, notes du 8 janvier 1917,

4 Of. N, Lusin et W, Bierpidski: Journ, de Math. 7 série t. 1 (1925) -
p. 6372, _ | | ‘ | ' N L

% Leg fonctions représentables analytiquement peavent &tre définies sans faire
nsfinis comme éléments du plus petit ensemble de fone-

intervenir les nombres tra _ ; : ‘
tions contenant tous les polynomes et les limites de toutes les suites-convergentes
‘ ) suite uniquement de cette

de fonctions qu’il contient, Nous nous gervirons dans la jue L
définjtion do. fonctions représentables -analytiquement sans avolr TecouTs 2 leur
classification en & classes. .
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pous a 6té suggerde par une analyse détaillée de Texemple ‘de'
M. Lebesgue et de la théorie des ensembles (4).

Nous appellerons fonction (R) toute fonction [f(x) d'une’ variable
réelle qui peut 8tre définie comme il suit.

Soit S un ensemble donné de systémes finis de nombres natu-
rels (m,, TR n,), satisfaisant & la condition (C) suivante:

(C). Pour toute suite infinie de nomhres naturels
My Mgy Mgy

existe un et un seul indice & tel que le systéme (n,, n,,..., ;) ap-
partient & I'ensemble S.

Nous dirons qu'un systéme (ny, ny,..., %) est du 1" genre (par
rapport & 8), #'l est un segment d'un systéme de S, c’est-i-dire
¢l existe un indiee p > k et une suite des nombres naturels #,,,.
Mipay -y My tEls que le systéme (my, Mgy...y My Nyyyy. vy 2,) APPAT-
tient & S.

Supposons maintenant qu'd tout systéme (n,, ny,...,n,) de S
correspond un polynome & coefficients rationnels £, ., ., . (7). Les

' fonetions £y, ... -, (@) Sont ainsi définies pour tout systéme (n,. n,,... n,)

de S. .
S, (ny, itg,..., m) étant un systéme donné de nombres naturels,
les fonetions fo, my.., ., »(@) (#=1; 2, 3,...) sont toutes définies, posons

. (1) . -ﬁflv Ngyeans Wy, (x) “"_:H;;l /;1, Agyeees My "(m)‘

ne=0C
On voit sans peine que les fonetions £, .,..,. (¥) seront ainsi
définies pour tout systéme (n;, n,,...,n,) du 1°7 genre!).
En effet, admettons que pour un systéme du 1°7 genre (1, Hay. s M)
la fonetion f, ... (#) ne soit pas définie. Il résulte alors de la

formule (1) qu'il existe un indice 7,4, tel que la fonetion £, ..., n,., ()

n'est pas définie. De méme on conclut qu'il existe uu indice n,,
» 1] } . » 3 M
tel que la fonetion /. .., +2(x) n'est pas définie, et ainsi de sulte.

1) Nous n'excluous pus iei des valeurs inlinics (4-c0 of o) pour notres
fonctions,
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On obtient ainsi une suite infinie d'indices ity Pagayeo oy telle qu'au-.
cune de fonctions

(2) T ming (), pOUE P >k

n’est définie. Or, d’aprés la propriété (C) de I'énsemble S, il emste
pour la suite 1nﬁn1e de nombres naturels

ECTRCTR T

un indice unique [, tel que le systéme (n,, u;..... n,) appartient a4 S:
le systéme (n,, n,,.. fn*) étant de 1°" genre, il en résulte que I>>Fk.
Le systéme (u,, n,,..., n,} appartenant a s, f () est déterminé

Tigr Agg. ey Ty

comme un polynome Ex coefficients rationnels, contrairement 3 la con- |
clusion établie plus haut qu'aucune de fonctions (2) n'est définie.

Remarquons que le méme raisonnement prouve que les fonetions
Fouts vy, (%) 80O des fonctlons de Ba'ire pour tout systéme (n, , ny,..., n,)

du 1°" genre.

Il résulte sans peine de la propriété (C) de I'ensemble S et de
la définition des systdmes du 1°* genre que, % étant un nombre
naturel donné quelconque, le systéme () (contenant un seul terme, #)
appartient & S ou'bien est. du 1° genre. Donc. les fonctions f,()
(n=1, 2, 3,...) sont toutes définies. Posons

(3) J (@) = lim £, («):

R e=DO

on voit saus peine que ce sera une fonction de Baire. La fone-
tion f(z) est done définie par Vensemble S et par une loi qui fait
correspondre & tout systéme (1, ng,..., 7,} de S un polynome 7, ..., . (%)
a coefficients rationnels Toute fonction qui peut 8tre ainsi obtenue
sera dite fonction (R). -

Toute fonction () est donc une.fonetion de Baire; or, nous
démontrerons maintenant la réeiproque. Il suffira évidemment de
prouver que 1°: tout polynome & coefficients rationunels est une
fonction (R), et que 29: toute fonction limite de fonetions () est
une fonction (K).

Soit douc P{x) un polynome a coefficients rationnels. Déﬁmssons
Pensemble S comme l'ensemble de tous les systémes (n) (n==1, 2,..),
formés d'uri seul nombre naturel, et posons f, (.r)' P(r), pour
n=1,2,3....: on voit sans peine que I'ensemble S ainsi défini sa:
tisfait & la condition (('), et que P(z) est la fonctnou /(=) corres-
pondante & S, donc une fonction (R).
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- Or, soit f’(a:) (p—-l 2. ) une suite infinie de fonetions (R),
et supposons que | '

4) ' J (w) = lim /*(z).

n=me00

Soit, généralement S* Yensemble Joulssant de Ia propriété (C), cor-
A () (- polynome 4 coef-
ficients rationnels, correspondant au systéme (ny, nyy..., m,) de S>.
Désignons par S T'ensemble de tous les systémes ( p, Ny flyy. o, ),
ol p est un nombre naturel donné queleconque et (nl,ng,..., n,)
un systéme quelconque appartenant & lensemble S”: on voit sans
peine que I'ensemble S satisfaira & la condition ( C’) Or, (p. 1y, Bygy )
étant un systéme de 5, posons 7, ,,.. . (%) ==/% ... . (%); cette con-.

vention fait évidemment correspondre un polynome & coefficients -
rationnels 4 tout systéme de l’ensemble S, et on voit aisément que
NOUS AUrons |
| (%) f"(m pour. p=1, 2,3,.
il en résulte tout de suite (d’aprés la définition dos fonctions (R)
que la fonetion (4) est une fonetion (&). ce qui prouve la propriété (29),
Les fonctions (R) coincident done avec les fonctions de Baire
(pouvant prendre des valeurs infinies). ‘Nous avons ainsi en méme’
temps un moyen de définir toute fonction représent&ble ana.lythue |

- ment sans utiliser les nombres transfinis.

Soit maintenant .
(%) | o B@), By=), Pa),...
une suite infinie formée de tous les polynomes 3, coefficients ration-

nels (Elle peut é&tre, comme on sait, définie effectivement).
Or, soit -

| 6 B Oy, Oy, Ogy Oy, ..

une suite mﬁme formée de tous les systemeb finis de nombres na-
turels t), |

Smt mamtenant t un nombre m:atlonnel donné,

L, 1,
R POREPYOR

son développement en fractlon continue.

1} On peui: sans peine définir une telle suite, en rogardant p, e. le systdme
(my, ny,...,m;) comme le terme o, de la suite (6), dont I'indice p est 2m-14

+ 20:1-{-11, -1 _'__ + 2:;1-}- +"k -1,
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Si l'ensemble S(f) de tous les systtmes o,, dont les indices &
satisfont & 'inégalitd |
g(f) > 1,
_]oult de la- propriété (C'), posons pour tout systéme ¢, de S(1):

o, (@) = Py ()

et désignons par Fl(z, ¢) la fonetion (R) correspondante.

Dans le cas ol lensemble S(#) ne satisfait pas A la condition
(C), et dans le cas ol le nombre ¢ est rationnel, posons F(w, {)=0.
La fonction F(x, ) est ainsi définie pour toutes les valeurs réelles
de z et ¢ (Elle peut d’ailleurs prendre des’ valeurs infinies). |

Or, définissons la fonetion d’une variable réelle @(x) comme il
suit: posons

{ pl@)y=1, si F(x,z)=0,
(7) et s
1 p@=0, si Fz,a)=k 0;
je dis que la fonetion @(») r'est pas une fonetion (E).

Soit, en effef, /(#) une fonction () donnée queleconque, 'S l'en-

semble correspondant de systémes de nombres naturels, sa.t1sfalsant

| & la condition (C).

Soit ¥ un nombre naturel, tel que o, ést un terme de la suite
(6) appartenant ‘4 I'ensemble S: il résulte de la déﬁnition d'une
fonction (R) (correspondant 4 Pensemble S) que f, (x) est un poly-
nome i coefficients rationnels: c’est donc un terme de la suite ('3),

80it f, (¢) = P, (x). Les nombres g, ‘sont ainsi définis pour tout in-
" dice k, pour leque] 0, appartlent a S, et nous avons ¢,>2; posons

encore ¢, =1, si o, nappartlent pas & S, et

L] 1] 1),
t= —_— e — L
Iql+.lv92+1q3+-

on voit sans peine que nous aurons (pour tout z réel)

f@) = Fla, 1)

| UE XU |
ce .qui prouve que la fonction @(x) est distinete: de la fonetion f(=).
La fonction g(z) n’est donc pas une fonetion (R): par conséquent

¢’est une fonction non représentable analytiquement, c. q. f. d.






