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Une définition topologique des ensembles (.
Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

On appelle, d'aprés M. Hausdorff, (; les ensembles qui sont
produits d’'une infinité dénombrable d’ensembles ouverts - (ce sont
les ensembles F de classe <C1 de M. Lebesgue) En 1918
M. Mazurkiewicz a démontré!) que tout ensemble homéomorphe
d'un Gy est un Gy, et ce résultat a imposé le prohléme de carac-
tériser les ensembles @5 d'une fagon intrinséque (c’est-h-dire ne fai-
sant aucun usage de la partie restante de l'espace), probléme qui

~est résolu seulement récemment par M. Alexandroff?). Dans

le méme ordre d’idées nous démontrerons ici le théordme suivant
Théoréme. Pour quun ensemble E, situé dans un espace & m

dimensions, soit un Gy, il faut et il suffit qwil existe wnc famille

dénombrable & de sous-ensembles de E, owverts dans E 5 et tels que
1) tout point p de E est un produit dune suite descendente Y ot

convergente vers p’) d'ensembles de la famille &. .

~ 2) toute suite descemdente d'ensembles distincts de la famille F

converge vers un point de K,

Démonstration Soit & un ensemble satisfaisant aux condi-

) 8. Mazurkiewicx: {ber Borelsche Mengen, Bull, Acad, Cracovie 1916,
p. 490—494. _

) P. Alexandroff: Comptes Rendus t, 178, p. 185 (note du 7 janvier 1924,

" Un sous-ensemble E, de F est dit owvert dans B, 9'il"ne contiont ancnn
point d’accumulation de l'ensemble K—E, .

*) Une suite d'ensembles E, B, E,... et dito descendento, of I'on o &) :)
JE,DED... ‘

5) On dit qu'vne suite infinie By, By, By, ... de sous-ensembloy de It converge
vers un point p de [, si tout ensemble onvert duns ¢
tous les K,, sauf peut étre un nombre fini d'eux.

ot contenant p contient
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tions de notre théoréme. Soit » un point de E,» un nombre natu-
rel donné. D’aprés 1) il existe un ensemble K (p) de la famllle &
tel que |

() peB(p) et S(E(P) <ps

0(E,) désignant le diametre de l'ensemble E,.

L'ensemble K,(p) ¢tant ouvert dans K, il existe, d'aprés pe E,(p)
une sphére ouverte S,(p), ayant p pour centre, de rayon <l1/n, et
telle que '

(2) : E' b‘n(p) C ‘b'll(p)‘
Posons :
®) ' G, = X'S(p),
vek

la sommation s'étendant i tous les points p de E; les ensembles
G,(n==1,%,...) seront évidemment ouverts. Je dis que

4) | | E=6,6,0s..

Il s'ensuit immédiatement de la déﬁmtlon des ensembles (r, que
ECG, m==1,2..), done EC G G:G...: il suffira done de
prouver que | ‘
®) EDG,Gy6y..

Soit done g un point de Vensemble & G,G,.. , Nous avons done
geG, et il existe, d’aprés (3), un point p, de L tel que g&8;(p).
Le point g est intérieur & la spere Sl( p,): soit &, sa distance de

2
la surface de cette sphére, et soit #, un mdlce, tel que —;@-—-< d,.
2

D'aprés geG,, et (3), il existe un point p, de K, tel que 985, (ps)-

Hy

Le point P étant centre de la sphére S, (0s) dout le rayon est
<——£, nous en trouvons o(q, pz\ <--~, or, d’apreés (1), peb,,,(p,\ et

Ny

O(£(pr)) <--~ Soit - p un pomt de lf,, (py): mous aurons done

o(p, pa) <—- et pa.rsmte

2
o(pY<e@ (p’Ps) + (’(QJ 13’2) <“"‘“ +—"—"1'z: < 6y,
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ce qui prouve que p est intérieur la sphére S, (p,). Par conséquent
E,(p)CSi(p); ory £,(py) étant un ‘engemble de.' In "('an'ulle &, nous
avons K, (p,) C B, et daprds (2), &. Si(p) C Ey(py): 1l en résulte
que E,(p,) C Zi(p:)- | - .

Le point ¢ est intérieur & la ‘sphére S, (p,): soit dy sa distance
de la surface de cette sphére et soit iy un indice > 7,, tel que
2

| \ .
— < 0,. Comme plus haut, nous trouverons ged, (pg), ou pyel
ny - |

y — et &, E, (p,). En raisonnanl ainsi de snite, nous
0@ pa) <o et Biy(ps) C £ulpe) ,

arrivons & une suile infinie (’ensembles

(6) o En-_‘(p2): En;;(Pa)a A (,nl <(":! < ' ')
tels que _
Eue(p:!) 3 E”:l(PS,) .:) s

! ,
(7) ‘ ‘ : pleﬁ’,ns(p*') el’ Q(.q, pﬂ) <';r (H = 2? 51 ‘o ‘)‘

‘Daprés (1), les diamdtres des ensembles (6) tendent vers 0: il
y en a donc entre eux une infinité qui sont distinets: d'aprés la
propriété 2), la suite d’ensembles (6) converge done vers un point
p de E, et il résulte de (7) que ¢ =p. donc qe k. La formule (5),
et parsuite aussi la formule (4) est ainsi établie.

~ L'ensemble £ est donc un Gy, ce qui prouve que les conditions
de notre théoréme sont suffisantes.

Nous allons maintenant & démontrer que les conditions de notre
théoréme sont nécessaires. Pour abréger l'éeriture nous donnerons
la démonstration pour le cas du plan: la démonstration pour les-
pace & un nombre quelconque de dimensions serait tout X fait
analogue.

- Soit # un nombre naturel donué. Les droites wm-é; et y ::-‘-2%;;
(k,! entiers) décomposent le plan en currés de cﬁtés-—-?l;: désignons

par @, 'ensemble de ces carrds. Pareillement désignons par &, l'en-

~semble de carrés qu'on obtient en décomposant le plan par les

. ko1 ! . : |
droites z =gt 3 V=% (k, ! entiers), par @, I'ensemble de carrés

qu'on obtient en considérant les droites ...—-..--é%, Yy :.-.:-2-%-—}- %—; et par
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2, l'ensemble de carrés déterminés par les droites x;—.:k +-§,

211
l 1 . , :
¥ =g +‘3‘, Ou voit sans peine que, pour tout n naturel donné,

tout point du plan est intérieur & au moins un carré de la famille
H, = &, + B, + E 4+ 9,.

Posons encore @ ==, + @, + ..., définissons d’une fagon analo-
gue les familler @, & 9, et posons K=& + B + @+ 2: ce sera
dvidemment une famille dénombrable de carrés. On voit sans peine
que si A, K,, K,,... est une snite infinie descendente de carrés
distincts de la famille o%, les diamétres des carrés K,(p=1,2,...)
tendent vers () pour p == oo, . |

Soit maintenant £ un ensemble G, dohné: nous pouvons done
éerire =G (1, Gy.... o0l @, (n=1,2,...) est une suite descendente
densembles ouverts. L'indice » étant donné, désignons par &%, Pen-
semble de tous les carrés de @ dont les edtés sont < 1/2", qui sont,
avec ses frontiéres, contenus dans (4, et qui ne sont contenus dans
aucun autre carré de @ de cdtés <C1/2" et contenu avec sa fron-
tisre dans .. D'une fagon analogue définissons les familles des
carrés 9%, 7, et &,. en substituant resp. les familles 2, @ et 2 au
lieuw de &, et posons £, .= &, + 97, + & + &@,. On voit sans peine
que la somme des intérieurs des carrés constituant £, est I'ensem-
ble &,.

La famille £, est évidemment au plus dénombrable: désignons
par K!, K:, K3.... les intérieurs des carrés appartenant & £, et soit
# la famille de tous les ensembles K™E, ot m et n sont naturels.
D'aprés Kres, et d’aprds la définition de £, nous avons S(Km)<1/2"
(pour m=1.2,..). Or, K7 étant ouverts, les ensembles K/ sont
ouverts dans K. D'aprés N+ K, +...=G@, et EG,=E, nous trou-
vons K!E+ KK 4...=F. Done, pour tout point p de & et tout
n naturel il existe un indice m,, tel que peK7TsE. Les ensembles
K=k étant ouverts dans K et o(K™E)< 1/2", on en déduit qu'on
peul extraire de la suite d’ensembles Kj»(n=I, 2,...) une suite
descendente. La propriété 1) est ainsi établie.

Or, soit A, Ky, Ky,... une suite decendente d’ensembles dis-
stincts de & p. e. K=K E(k=1,2,...): les carrés Ky (k=1,2,...)
sont donc distinets et ils appartiennent i la famille =&+ & +
4+ @4 9. On peut done extraire de la suite /4, une autre telle
— désignons la encore par £, — que tous les carrés K7 appartiennent
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% la méme des familles & &, @ 2. La suite f, étant. descendente,
nous avons K, ) ki, done K7xkT) KTl ce qui entraine
A:,"l'_') ]L'“H—l puisque deux carrés ouverts de la famille & (resp.

&, & 2) qui ont un point ecommun, sont contenus l'un dans lautre

(el puisque il ne peut dtre Kjrel D Kix, lensemble E, ., élant con-
tenu dans k&, et distinet de k). La suite de carrés K7k (k==1.2,.)
est done descendente. D'aprés la remarque faite plus haut sur une

suite descendente des carrés distincts de la famille J7. nous avons

lim 6(K ) == 0: le produit HR""k 1} se réduit done A un point p. Or,

k=00 x k=]

les carrds Ki*(k=1,2,..) étant tous distinets et formant une suite
descendente, 1es indices u, (k=1,2,...) sont tous différents, puisque
d’aprés la définition de la famille £, les carrés (ouverts) K, K.
appartenant i la méme de quatre familles @, &, €, 9, sont, pour n

fixe, sans point commun deux i deux: on a donc lim m, = co. Or,

k=00
daprés la définition de £, Ky C G, (pour m=1,2,...) done
peG, G, (i, ...= K, puisque lim», =ic0 et G; ) Gy ... Done

gy
k=0DC |

pek eb p-—hm Kzv done, & plus forte raison, p = lim K% K, ce

k=0 kw3

qui prouve la propri¢té 2). Les conditions de notre théoréme sont
done néecessaires. |
Notre théoréme est ainsi démontre

1) K désigne, comme ({’habitude, I'ensemble K - K* A






