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Sur un théoréme de M. Lusin.
Pax
S. Saks (Varsovie).

M. N, Liusin u démontré en 19151Y) que l'ensemble des va-
leurs admises pur une Jonction awx points ot la dérivée unique existe

vt est éyale a 0, est de rieswre nudle. Le but de cette Note est de

prouver qu'on peut remplacer daus I'énoncé cité le mot ,la déri-

vée unique~, par ,,un" nomhre dérivé quelconque de

Dina-.

Je vuls précnser d’ aburd les notations.

Iy ¢tant un ensemble des points, je désigne par S+(x) une fone-
tiou qui n'est considérée que dans les points de l'ensemble £ f3(x),
f‘;(.z:), fg(w)“/'_E_(r) devotent les quatre nombres de Dini de la fone-

tion Fe(x). considéreés relativement % 'ensemble £
A E s

[E\ désigne (conf’ormément a la notation due & M. Banach)
la mesure exférienre de lensemble E.

2. Lemme. Une fonction rwfﬁ(x) étant déterminde dans un
cusemble /' des points £ et possédant en tout point d'un ensemble
AT F un des nombres dérivés de Dini icférieur en valeur abso-

lue & un nomhre fini .\, T'ensemble 4 des valeurs qu'elle” admet
aux poiuts de I'ensemble .1 est de mesure extérieure au plus égale
iN.|4]
Démonstration: huppomms pour fixer l'idée, que c'est le
nomhre dérivé /. (x) ?) qui satisfait & la condition de notre énoncé,

") N. Lusiv, Lintéyrale et lu série trigonongtrigue (en russe) 1915, p.!105,
) nous”supprimons, pour simplifier 'écritave, I'indice F dans la notation ji(x).
o K

la Tonetion f(z) uw'étant pas dans notre raisondement envisagée qu'aux points de E,
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c-h-d. que
1) ze eutraine: |f+ (x)| << N, done f+(x)> LV

Soit A, lensemble des points z&d, tels que
| l
(2) z'ell et 0<o:’—-—x<-|-;z-—,,
ol ! désigne Pintervalle’) contenant E, impliquent:

3 f@)— @) > — N —2).
En vertu de (1), on a:

im 4, = 4.

[ (Samate «]

' A, (C Ayp, pour toute valeur de l'indice n, et
(4) = o

~ Convenons ensuite d’appeler, en général, par 2 la valeur de f(x)
admlse au point x = a, et de méme, par H Peosemble des valeurs

de = que la fonction 2 == f(x) fait correspondre & un ensemble
H C F des points .
~ Cela posé, soit & un nembre positif quelconque; partageons I'in-

‘tervalle ! en n sous-intervalles égaux et n'empiétant pas, !y, &,..., b,

et posons: 4,,=4,X!,(m=1,2,..,#). On peut faire correspondre
& chaque 4,, un ensemble ouvert ), tel que D, D 4,, et

(©) ‘ | D, | <| 4o | + ﬁﬁ’

'On peut encore, en vertu de (1), assigner & tout xed,, une
suite des 1nterva11es (x, a,(z)) contenus dans D), et assujettis aux

“eonditions qmvantes

( | a@>s 2 a@eEXl, 3 lim a,(2) = &,
l 40 [Z(x);:il(Na,,(w)--m] |

Il s'ensuit de 8° et 4° que pour =z fixe, }a,ﬂ m)w-—m[ tend vers

0 avec 1/k. Done, en vertu du théoréme bien connu de M Vitali?)

1) il est permis évidemment de supposer que cet intervalle est fini,

?) vour p. ex.: Carathdodory, Vorl, ueber reelle Functionen. 1918. p. 804,
Banach: Fund. Math. t V. p, 130,

On peut aussi appliquer, dans notre raisonnement, au lieu du théorame de
M, Vitali, le lemme métrique de M, Sierpifiski (Fund, Math, t, 1V, p. 201),
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il existe un systéme fini {(w,a, (@)} (i=1,2,...,p) des intervalles

nempiétant pas et satisfaisant aux conditions suivantes:
1° med,,.,

% £ ’ .ae *'
(7) | _20 ll“‘ﬂﬁl“é"ﬁgz‘lbi“zi‘a

=]

% *
3° Ilb,-—-m,| < N(b;— =),
ol nous avons posé pour simplifier P'écriture: bimah(x‘), ai,:_—_-:,‘i(a:{);
I'inégalité (3°) est assurée par (5;4°). |

Soit maintenant (,,b,), (%, b)) deux intervalles quelconques de
ceux onvisagés par nous; désignons par s(h, k) le plus grand de
deux nombres | b, — @, |be— x|, et par d(h,k) la distance des

intervalles correspondant (z,b:), (%, b)- Je dis que.lorsque les-

intervalles (z,, b)), (#:,b,) empidtent Pun surlautre, on a:

(8) - (b, k) <2N".3(h, k). |
Pour le montrer, supposons que l'intervalle (., b) précede

® ¥ , :
(%, by). On.a done, ces intervalles n’empiétant pas:

' * * * *

(9) . . b, @, done: by — 2, 0.

D’autre part, lorsque les intervalles (2., d4). (s ‘b,‘)‘ empidtent 'un
sur lautre, on a: | T | ‘

(10) | 2, < by
1 2> b — e

Or, z,ed,, C A et les pt;inté &, b, éant .contenus, fous deus,
dans Vintervalle 1,., dont la longueur est égale & |1|/u, on a, en
vertu de (10), (2) et (3) | |

P . -
by > — N(bh“"‘xk)a o

done, en tenant compte de (9) et (11):

. . . ' ' : ’ . . ’x‘ *
1) il est & romarquer (u'on neé sait rien sur I'ordre des points (wx, ba). bién
(qu'on sache que ., < bi. ‘ ‘ a '
: 8.

Fundamentia Mathematicae VI,
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Al B) <[ by — 2] < N (b— ) < 2(h, k),

ce qui pronve notre assertion.

La formule (8) ainsi établie, nous allons 'déterminer une suite
finie des intervalles {4}; soit notamment d, le plus grand des in-
tervalles (z, b)1); les- intervalles 6,, d;,..., d, déterminés, d,,, soit,
par définitiort, le plus grand des intervalles (z,, b)) différant de 4y,

_ 8,..., 0, et 'y empidtant pas; lorsqu’il n'y a pas de tels interval-

les (x‘, b), d, est regardé comme le dernier terme de la suite {d,).
On voit aisément que, le systéme de tous les intervalles étant fini,
il en est de méme, & plus forte raison, de la suite {d,}; lindice %
parcourt done un nombre fini des valeurs, soit k=1, 2,..., r
Faisons correspondre & chaque 0, un systéme des intervalles
A, dapres la loi suivante: pour k=1 on forme 4,=4, par la réu-
nion de lintervalle d, et de tous ceux des intervalles (z,,b,) qui
y empidtent; 4, 4,,..., 4, (k<Cr) supposés déterminés, on forme
A, par la réunion de d,,, et de tous les intervalles (w,0,) qui
w'appartiennent & 4, + 4, 4 ... + 4, et qui empiétent sur d,,,. Les
familles des intervalles 4, 4,,..., 4, sont ainsi déterminées par l'in-

duection et on voit facilement qu’elles contiennent ensemble tous

les intervalles (=, b,).
Désignons maintenant par 4, (i=1,2,.... ) 'ensemble de tous les

intervalles (SL,'?) qui correspondent & ceux de 4,.d, étant le plus
grand des intervalles de 4,. il s'ensuit de (7; 3°) que tout intervalle

de 4, est de longueur inférieure & .N'.|d,| et de (8) que la distance

d'un tel intervalle & 4, %) est au plus égale & 2N. | | On en con-

clut aisément quon peut placer tout le systéme. A dans un seg-

ment de longueur TN |d,}, done, & plus forte -raison:

12 | 4| <TN |4, (k=1,2,..., 7).

Les intervalles d, étant, d’apres leur définition, sans points in-
térieurs communs, et contenus, ainsi que tous les (x,b,), dans D),
on déduit de (12), en vertu de (7;2°) et (5):

Y) il peut se présenter d'ailleurs qu'il en existe plusienrs qui sont, parsuite,
éganx; on en peut alors choisir un intervalle quelconque.

h
*) dy signifie intervalle (z;, b;) correspondant i 4y,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur un théoréeme de M. Lusin 115

P
P r . .
Ao — o< Jb— o | < JlA) <78 ol <
fam | kel k=1
<7Ar"|D"‘|\<\7N’ lAlwul—F:?s_n)

done:
| A | <STTN - [ A, | +-;-.

d’od:

Iz,.l<2'| A< N Yl +e=T014,+¢

e | e ]

En tenant compte de (4), on en tire de suite, par le passage
i ln limite pour n-—oo:

AN 4|+ e

¢ étant un nombre positif queleonque, on en conclut:

|d]<7N 4] “
ce qui achéve notre démonstration.

3. On déduit aussitdt du lemme du § précédent les deux theée-
rémes suivants: | |

Théoréme 1. Une fouction x=fx) admettant en tout pomt
Lun ensemble A(C B un des quatre nombres dérivés de Iini égal a O,
Pensemble des valewrs correspondantes de fi{x) est de mesure nulle.

Démonstration: un peut évidemment supposer qu'en tout pvint
red un dérivé de eoté et de rang fixe p. ex. fi(2), s'annule; on a alors
pour tout nombre naturel # |/, ()| < 1/# done. d’aprés notre lemme,

|¢; S§;7/nlj ,(Vuh:|11|==(l e q. f. d.

Theoréme 2. Une ronction r=fe(x) possidant en tout poini
dun ensemble ACE de mesure nulle nn nombre dérivé de Dini /ini,
Pensemble dex valenrs corvesponduntes de fo(x) est nussi de mesure
nulle. | -
Démonsteration: on peut supposer, comme plus haut. que
Wesl un nombre dérivé bien délerming, p. ex. fi(x). yui est fini
en tout point de 4. Désignons pur b Feusemble des points ze d

| | o
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jl: j,, n=12,..) les ensembles des

o |fy(x)1<<n. Soit enfin, .
rée correspondant & 4, 4, respectl-

valeurs de la fonction considé

A zj'A,, I;'—jfi,‘, 4, 1=0;

nenl

"~ vement. On a:

nwl

done, d'aprés notre lemme:

o0 % oa
A= 34 < Ym.141=0,
LT nml

ce qui prouve notre théoréme.
4. Remarquous encors que le lemme du § 2,

de la maniére suivante:
une fonction mesurable (%) admettant en tout point d'un ensem-

be mesurable 4 un des nombres de Dini, de cité et de rang incon-
nus et variables soit A(z), fimi, on a:

11|<f|z(w)vl>,

peut &tre préeisé

oli A désigne, comme précédemment, I'ensemble des valeurs de f(w)

pour reA. |
Nous omettons la démonstration de ce théoreme qui engendre

simultanément les deux énoncés du § précédent (pour le. prouver,
on peut faire recours aux théorémes bien connus de M™ G.C.Young
et d¢ M. Denjoy?) sur les relations qui subsistent entre les nom-

bres dérivés des fonctions).

1) cette intégrale peat Ctre d’ailleurs infinie. positive.
1) of. p. ex. Fund, Math. t. V. p. 98,






