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Sur les faisceaux des tangentes 3 une courbe.
Par

S. Saks et A, Zygmund (Varsovie).

1. Un ensemble plan C sera dit une courbe, lorsque une corres-
pondance univogue |

(1) p=p@) (@t

gsera établie entre les points d'un intervalle (a, b) et ceux de l'en-
semble (/. Une courbe peut d'ailleurs admettre des points multiples,
la correspondance (1) étant, par définition, univoque, mais pas né-
cessairement biunivoque. | | :
Nous dirons que la courbe C admet en un point p=p(f) une
taugente & droit (resp. & gauche), si la droite passant par les points
p==p(f) et p==p(t-+h) tend vers une position  déterminée, lorsque
/i tend vers O par les valeurs positives (resp. négatives); la droite -
limite, (losqu'elle existe) sera dite, par definition, une fangente a droite
(resp. & gauche?)).
9. Pour la commodité du lecteur, nous allons citer deux énonces
qui sont dus & M. Liugin?) et dont nous ferons l'usage plus loin:
(L,) fx(x)?) étant une fonetion quelconque possédant ses quatre
nombres dérivés de Dini finis dans un ensemble E, C E de me-
sure nulle, Pensemble de valeurs admises par la fonction aux points
de E, est de mesure nulle. 3 - |
(Li,) fx(x) étant une fonction quelconque admettant en tous les
points d'un’ ensemble F; C E la dérivée unique égale & O, Pensem-

1) par comséquent, lorsque (1) fait correspondre & tous les points d'nn inter-
valle (t, %) (h>>0) un seul point paC, toute droite passant par ce point doit
dtre régardée comme une tangente & droit, | ‘

) N. Lusin, L'intdgrale et la série trigonométrigue (en russe). Moscou, 1914.
pp. 104—109; cf, aussi: Fund. Math, t. VI p 111 |

% E dtant un ensemble jx() désigne une fonction qui (ainsi que ses nombres

dérivén) n'est envisagde qu'aux points de E.
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ble des valeurs admises par la fonetion aunx puints de L, est de
mesure nulle. | -

3. Théoréme. Une courbe C étant donnée dans lc plan. tout [ai-
sceau I des droites tangentes (de U'un ou des deux vités) o cette
courbe est de mesure nullet), sauf, peut-étre. le cas ol le sommet du
faisceau se trouve sur la rourbe envisagee ®).

Démonstration: soit, pour fixer Pidée, donné dans le plap
un faisceau F des droites tangentes i droite A la courbe ¢/ el don
le sommet s trouve hors de C. Ou peut supposer, sans restreindre
la généralité de I'énoncé, que les droites appartenant i I soient
paralléles; car, dans le cas contraire, le sommet de I peut étre ro-
jeté & linfini par une transformation homographique, transformant,
comme on sait, les ensembles de mesure nulle en ceux de mdme
mesure. |

Ceci étant, on peut établir daus le plan le systéme des coordonndes
de facon que la direction de l'axe de x coincide avec celle du fai-
scean F. Soient ©= x(t), y = y(f) (a<<E<h) les dquations de la
courbe C par rapport & ce systéme. Désignons par P Tensemble
des points de C ob une tangente i droite existe et est paralléle
5 Paxe de a; par X, resp. ¥, nous désignons I'ensemble des abscis-
ses, resp. des ordonnées, des points de P. Il suffit, pour que nolre
énoneé soit justifié, de montrer que 'ensemble ¥ est de mesure nulle.

Soit T Iensemble des valeurs de ¢ correspondant aux points de .’
On a done, pour tout teT: |
(2) lim :’/(t + h) —_ y(t)

| 2(t + h)— (1)
Désignons par 7', (n étant un uvombre naturel quelconquc) l'en-
semble des valeurs teI ol, pour chaque #, |

=0, lorsque A —+ 0.

b-——a
entraine: ) — O < 2() — 2(8) |

@ ‘ la relation 0 <<t —t <

1) nous entendons par la que I'ensemble somme des droites appartenant au
faisceau est de ‘mesure plane nulle, ou, ce «ui équivaut, que l'cnsemble des points
d’intersection des droites du faiscean avec une droite quelconque ne passant pus
par le centre du faisceau, est de mesure lindasre nulle, '

1) Ce cas exceptionnel peut &tre d'ailleurs préciné de la fagon suivante: I
centre (0 de F' se trouvant sur C, pour que l'énomcé du texte reste valable,
il faut et il suffit que la famille des droites tangentes & C au point () soit de
mesure nulle, ‘ ' :
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Nous ddésignerons ensuite par P,, X,, Y, des sous-ensembles de P,
X, Y resp, qui eorrespondent & T,, '

Divisons l'intervalle (g, b) en n sous-intervalles égaux et vem-
pidtant pas: b, ;... L, et posons: T, =T, X l.(m=1,2,..., n).
Comme précédemment, on désignera par P,,, X,., Y... des sous-en-
sembles de I, X,, Y, homologues de 1',.

Envisageons 'un quelconque des ensembles T,,. D'aprés (3): |
(4) ¥, t"eT,, entraite: |y(t") — y(t)] <[ lt) — 50|,

Done, en particulier: x(t') ===(t") implique l'égalité aunalogue:
y(t') = y(t"”). Par conséquent, & tout point zeX,, correspond un
seul point yel,, (bien que, le point z puisse correspondre & plu-
sieurs valeurs de feT'); donc, ensemble P, peut étre regardé comme
limage d’'une fonction y=/f, () déterminée aux points ‘de I'en-
semble X,... , ' |

De plus, un conclut de (4), que la fonetion y = Iz, (%) satisfait
a la condition' de Liipschitz, et que, parsuite, d’aprés le théoréme
bien connu de M. Liebesgue, elle est dérivable presque partout
dans X,,.. _ | |

Désignons par X,, l'ensemble des points zeX,, ol la dérivée
unique f}{m(:c) ‘existe; et soit X, = X, — X,,.. Par Y. Y. nous
désignerons resp. les ensembles des points y=7; («) correspondant.

D'aprés ce qui précéde: | X|=01?), et parsuite, en vertu du
théoréme (L,) de M. Lusin, on a aussi: :
® |Yin| =0, |
la fonetion fx () vérifiant la condition de Lipschitz, done admet-
tant tous ses nombres dérivés finis. | o

Envisageons, & son tour, les ensembles X, my Y.m. Nous prouve-
rons ‘que, & un ensemble dénombrable des points prés, la dérivée

- fx (%) sannule aux points de X,

Faisons & ce but, correspondre & chaque point zeX,, une va-

leur t=1t,¢ T, telle que z= z(t,) V). Nous dirons, pour simplifier

) Nous y faisons recours i Vaxiome de M, Zermelo, On en pourrait bien
se débarasser dans ce point de la demonstration, par la modification convenable
du raisomnement Mais, on n'éviterait pas entiérement des choix arbitraires
qui interviennent essontiellement dans toute la théorie de la mesure et, par
conséquent, dans notre démonstration, ‘On pent trouver l'analyse détaillde de cex -
questions, trés délicates, dans le Mémoire de M. Sierpifiski: L'awiome de M. Zey-

. melo, (Bull, Acad. Cracovie 1918).

1) B 6tant un ensemble, | E| désigne sa mesure extérieure.
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le langage, que le point zelX,., satisfait & la condition (), lorsque
6 désignant un nombre positif quelconque il existe des points x'¢ X,

tels que -
0<|x’-a;|<5 et

- ©) { 0<ty—t, <9

Nous désignons par X lensemble des points de .X,, vérifiant
la. condition {d) et par X’ Tensemble des autres points de X,,.

. Les symboles Y. Y. resp. désigneront les ensembhles de y =/ ()

correspondants.

Nous affirmons que X,,,,, est au plus, dénombrable.

En effet, envisageons l'ensemble H des couples (z. £,). ol . par-
court les points de X;,. En regardant tout couple (%, ¢,) comme
celui de coordonnées d'un point situé dans le plan, et tenant com-
pte de la correspondance biunivoque établie entre les xeX,,, et
les t,, on voit aisément qu'un point # ne vérifiant pas la condition (4),
le point y correspondant (x, %,)e H est isolé bupérlouremont
dans H, c-h-d. qu'il est isolé par rapport a la partie de H qui esl
contenue dans le demi-plan {>>¢,. Or. ou sait, d'aprés les théoréme
connu?) de la Théorie dEnsembles. que I'ensemble de tels
points de H, est, au plus, dénombrable. Cela revient & dire quc
Fensemble X .., et, en méme temps Y, , sont au plus denombrables.
Done, & plus forte raison
(1) |Vaj=0.

Tl reste i examiner les ensembles X7,,, ¥/, . Chaque pnmt re X!,
satisfaisant, par définition, & la condition (4), on voit aisément, d'apros
(6) et (2), que la fonction y=f, (2)y admet un nombre dérive mé-

dian égal 4 0. On sa1t d'autre part, qu'en chaque point ke X', DX

la fonetion envisagée posséde la dérivée unique. Par conséquent,

cette dérivée est, elle-méme, aussi' égale & 0,

Ceci étant, on conclut, d'aprés le théordme (L,)2), que l'ensemn-
ble des valeurs admises par la fonetion y=s, (J:) aux points de X;
est de mesure nulle, c.-a-d. que

8 |Yom| = 0.

Olf, on a: | -
/=3 3.

(3] ﬂ‘1

1) Poswr: W. H. and G, . Young I’roc Lond Mafh Soc Hor, 2, Vol. 16, p. b,
v § 2

nm
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et

— P yre N7 Eval
Y;am — Yum + Yum == i + l um.+ -Y::m b
done, en tenant compte de (), (7), (8), on revient a Vigalité:
|¥|=0

qui justifie notre théurdéme. |
4. Le théordwe du § préeédent démontré. on en peut déduire
tout de suite la solution du probléme suivant posé par M. Ruzie-
wicez'): wne fonction f(x) quelcongne (mesurable, on non) éiant don-
nie, quelle cst la inesure de Uensemble de tous les points x tels que

(9) ‘ lim ‘j‘(w +h}):-f(‘r)

. Yo}

— ool

On prouve que l'engemble en question est de mesure nulle.
Iin effel, en regardant limage de la fonction y= f(z) comme
la courbe ==t y = f(¢), on voit qu'en tout point ol Pégalité (9)
subsiste, la taugente A la.courbe existe et est paralléie a l'axe de y.
Par conséquent, en vertu du théoréme du § 3, le faisceau de ces

tangentes est de mesure nulle, ce qui équivaut & dire que V'ensem-

“hle des valeurs de . correspondant est aussi de mesure nulle.

5. On voit aisément que le raisonnement du § 4 reste valable,
méme lorsqu'on suppose que la relation (9) ne soit vérifice que d'un
seul coté de 2 (p. ex. du edté droit, c-a-d. pour h tendant vers O
par des valeurs positives). Par conséquent, notre théoréme (§ 3)
peut étre regardé comme une généralisation géomédtrique du théo-
réme connu d'aprés lequel lensemble des points x, ol une fonction
/(@) quelconque admet deux nombres dérivés de Dini d'un cité égaux
et infinis, est de mesure nulle?).

1) Fund. Math. 1924, t. V. p. 838.

1) Clette proponition a 6t6 prouvde d'ahord par MM. Lu sin et Denjoy, pour
los fonctions ¢ontinucs, ot puis, généralisée par Mo G, C. Young (C. R. 1916)
aux fonctions mewuriblos, C'ost ensuite M. Banach qui a donné & ce théoréme
ane démonstration valahle pour toutes los fonctions, méme non-mogurables (C. R.

1921, t, 163).






