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Die Mengen G, in vollstindigen Riumen.
Yon
F. Hausdorff (Bonn)

‘Herr P. Alexandroff hat den interessanten Satz!') gefun-
den, dass die in vollstandigen separablen Riumen liegenden Men-
gen G, topologisch niehts anderes als vollstindige separable

Riume selbst, d. h. mit ihnen homdomorph sind. Da der (loc. cit.

nur skizzirte) Beweis nach der eigenen Angabe des Verfassers ziem-
lich schwierig zu sein scheint, so mdchte ich hier einen kurzen und
einfachen Beweis mittheilen, iiberdies ohne Einschrinkung auf se-
parable Réume. Der Satz lautet also: h
Jede Menge Gy in einem vollstindigen Rawm ist mit einem vollstin-
digen Raum homiomorph. '_
" Es sei E ein metrischer Raum, in dem also zwei Punkte =,y
eine Enifernung xy haben, die den Forderungen gentigt:
(¢) zy=yz>0 fir z4=y; 20 =0, |
(B) =y + yz > zz (Dreiecksungleichung).
Ist F irgend eine Menge in E, so sel?®)
(1) - zF=infai, =yl =inf(zst4yi),
teFf

teF

zF also die (untere) Entfernung des Punktes z von der Menge F.
Aus
| o wttyiz a4yl st gyt <2 2t 42y
folgt unmittelbar,
(2) sy F = aF +yF,
(3) 2y F<2. 2 F+ 2y
1) P. Alexandroft, Sur les ensenibles de la premidre classe et les engem-

bles abstraits, Comptes Rendus 178 (1924), p. 185—187.
z). inf = Infimum = untere Grenze, .sup == Supremum = obere Grenze,
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die Dreiecksungleichung
®) P, y) + 9y, 2) = (=, 2).

®) 5y = maxfay, 2y];
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Wenn F' abgeschlossen ist und x,y nicht 2u F gehren, ist £F >0
und nach (2) 2y F > 0. In diesem Falle sei

¥ 9 9) _ay+ayF o ay +axt 4yt

Diese Funktion hat Entfernungscharakter; sie erftllt (oc). und

Denn Wegen VIsSye o, yisCay -+t st flir te F (also z, y, z3=1)

, ' xy i
wmw+wma>w+ﬂ+mfw+m+d>

Y +ya xz
> ~
| /xy+yz+a:t+zt>mz+xt+zt'

Nunmehr sei 4 in E-ein Gy, B==FE — A ein F,,
B="F, + F;+ Fy+ ..., F, abgeschlossen.

Wir wihlen eine convergente Reihe 2¢c, positiver Zahlen und de-
finiren fir xed, yed

o«'...ﬁm wy .
(6) xy——zcnmw‘zom(x, y)

was also nach (5) den Charakter einer Entfernung hat; indem man
die urspringlichen Entfernungen durch diese ersetzt, geht aus A4

ein metrischer Raum A4 hervor. Diese beiden Riume sind homdo-

~morph, d. h. (bei festem #); aus zy — 0 folgt zy — 0 und umgekehrt.

Denn nach (2) ist

— ry .
WS Zc”xy + 2k,

fir 2y — 0 convergirt (wF,>0) jedes Glied der Reihe nach 0, also -

wegen der gleichmiissigen Convergenz auch Y- —0. Nach (3) ist
umgekehrt |

. (7) : — Cy 93y

v > 2 2y + 2k,

und mit zy— 0 uugleich wy->0.

Endlich sei.

ov—
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das ist wieder eine Entfernung und erzeugt einen dritten, mit 4
and A homtomorphen Raum 4. Wir zeigen, dass mit I zugleich
auch A vollstindig ist, was den Beweis unseres Satzes vollendet.
Sei z, eine Fundamentalfolge (Cauchysche Folge) in A; wegen

zy >> ay ist sie auch eine in A4 (ebenso in A), hat also einen Li-
mes in E. Dieser kann nicht zu B gehiren. Denn fur zt—>0,teB
und etwa ¢eF, hat man nach (7) fir m <n

Gy x,T,

ZpZy />’ ST AR
2 Ty, + 11.'-,,1’1

also flr #-—>oo(z,2,—>2z,t >0, z, Fy = 0)
.. e C1
h:n inf x,, @, > oL
und dann ist z, in 4, also erst recht in 4 keine Fundamentalfolge

(in der ja die linke Seite der letzten Formel, sogar mit lim sup,
fir m—> oo nach O convergiren miisste). Also giebt es einen Punkt

re A mit z,z—>0, r,z — 0, jede Fundamentalfolge in A ist con-
vergent.






