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Sur un probléme concernant les fonctions continues.
Par

S. Mazurkiewicz et W. SierpiAski.

M. Banach démanda récemment que ce qu'on pourrait dire
sur l'ensemble des valeurs qu'une fonction continue d’une variable
réelle prend une infinité non dénombrable de fois..La réponse y est
un peu innattendue: l'ensemble en gquestion peut étre méme non
mesurable (B); toutefois il est une projection d’un ensemble plan
megurable (B), pouvant étre dailleurs quelconque (si Yon choisit
convenablement la | fonction continue). En d’autres mots: pour qu'un
ensemble lindaire K puisse étre regardé comme Tensemble des valeurs

quune fonction continue d'une variable réelle prend une infinité non
~dénombrable de fois, 1 faut et il suffit quil soit un ensemble (4) de

M. Souslin. - | |
Lo probléme de M. Banach est étroitement lié avee le pro-
bléme suivant: | e A
P étant un ensemble plan fermé, ou, plus généralement, mesuralile (B),.
quel est Pensemble N(P) de tous les nombres réels b, tels que la droite
y==b rencontre U'ensemble. P en une infinité non dénombrable de points 1?
Dans le § 1 'de ce travail nous- prouverons que E étant un
ensemble (4) linéaire donné quelconque, il existe toujours un en-
semble plan fermé P, tel que N(P)==E, et nous en tirerons quel-
ques conséquences sur les ensembles linéaires qu'on. obtieut en cou-
pant un ensemble plan fermé par des droites paralléles. |
~Dans le § 2 nous en déduirons que tout anél}lbl& (4) linéaire
peut &tre regard¢ comme l'ensemble des valeurs quune fonetion con-

tinue d’'une variable réelle prend une infinité non dénombrable de

1y Of Fund, Math. t. V, p. 837, problémq 28,

Fundamenta Mathematicae VI _ 11
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fois. Dans le § 3 nous prouverons que P étant un ensemble plan
mesursble (B), ou, plus généralement, un ensemble (4), 'ensemble
N(P) est toujours un ensemble (4).

g 1. Soit E un ensemble (4) lindaire donné. D’aprés un théo-
rome de M. Lusin?) il existe une fonction /() définie dans l'en-
semble X de tous.les mombres irrationnels de Pintervalle (0, 1) et
continue dans X, telle que E est lensemble de toutes les valeurs

- de f(x) pour zeX.

z étant un nombre de X, désignons par
1, 1l 1|
=T T [ +|fn‘;
son ‘développement en fraction continue, et posons
_ i, 1 .
9@ =Tz + trE et

| i,

1
+...+__..-|+...

| ng

'La fonetion ¢(x) est ainsi définie dans Pensemble X, et on voit
sans peine qu'elle est continue dans X et que pour tout nombre ¢ de
‘X Tensemble de tous les nombres x de X satisfaisant & 1'équation

_ p(z) =1

a la puissance du continu. o

Posons $(x) = f(p(x)) — ce sera évidemment uve fonction de-
fnie dans lensemble X et continue dans cet ensemble; et il résulte
tout de suite de la propriété de la fonction ¢() que P(x) prend
dans X une infinité de puissance du continu de fois toute valeur
yeE; or E étant ensemble de toutés les valeurs de f(x) pour xeX,
il est évident que la fonction &(x)=f(p(x)) ne prend, pour zzX,
que des valeurs appartenant & E. |

Désignons par Q Pensemble formé de tous les peints (v, y) du
plan, tels que zeX et y=D(x). On voit sans peine que l'ensemble
de tons les nombres réels b pour lesquels la droite y=b rencontre
Vensemble @ en une infinité non dénombrable de points est préei-
gément l'ensemhle E. Or, posons

P=0Q+(

— cest done un ensemble plan ferms.

1Y Voir p. o W, Sierpinski: Bull, dead. Cracovie 1918, p. 168.
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La fonction @(x) étant continue dans X, on voit sans peine que
Iabscisse de tout point de P—0Q=¢'—0 est rationnelle. I! en
résulte que, pour tout nombre réel b, les ensembles de points, en
lesquels la droite y =& rencontre respectivement les ensemble,s P
et ¢), ne différent que par un ensemble au plus dénombrable. Par

‘conséquent I'ensemble N(P) de tous les nombres réels b pour les-

quels la droite y =15 rencontre ensemhble P en une infinité non
dénombrable de points est le méme que Vensemble N (@): clest
done P'ensemble K. Nous avons ainsi démontré la proposition suivante:

B élant un ensemble (A) linéaire donné quelconque, il existe tou-
jours un ensemble plan fermé P, tel que E est Pensemble de tous les
nombres réels b pour lesquels la droite y =b rencontre Vensemble P
en une infinité non dénombrable de points. |

Parmi les ensembles (4) il y a, comme on sait, des ensembles
non mesurables (B)Y): on en déduit done qu'il existe un ensemble
plan fermé P, tel que lensemble de toutes les droites paralldles & Uaze
d'abscisses qui rencontrent P en ume infinité non dénombrable de points
est mon mesurable (B), et on pourrait méme définir effectivement
un tel ensemble. |

Or, remarquons qu'on pourrait démontrer sans peine que len-
semble de tous les nombres réels 3, tels que la droite y =15 ren-
contre un ensemble plan fermé P en une infinité de points, est
toujours un F,. |

On dit quun ensemble fermé dénombrable F' est de lordre e,
si @ est le plus petit nombre ordinal, tel que Fet1=0. On dé-
montre que lordre dun ensemble fermé dénombrable est toujours
un nombre ordinal =0 et <. |

P étant un ensemble plan fermé et b un nombre réel donné,
désignons par P(b) I'ensemble des points en lesquels la droite y =b
rencontre ensemble P, On démontre sans peine (par l'induction
transfinie) que, pour tout nombre ordinal ¢ < £ donné, l'ensemble
de tous les nombres réels b, tels que P(b) est un ensemble (dénom-
brable) de l'ordre <T@, est mesurable (B). Il en résulte tout'q_e
suite que si les ordres de tous les ensembles P(B) qui sont dénom-
brables, sont bornés dans leur ensemble par un nombre ordinal

1) Voir la note do M, Souslin dans les Comptes Rendus, t, 16{: (note du
8 janvier 1917); aussi N. Lusin et W, Sierpinski: Jowrnal des Mathémati-
quies 7¢ série t. I1 (1923) p. 68. ' :

£
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mbres b correspondant est mesura-
) est mesurable (B).
Par conséquent, si l'ensemble N(P) est non mesurable (B), il existe
pour tout mombre ordinal 4 <C @ un nombre réel b, tel que P(b)
est un ensemble (dénombrable) de Yordre > 4. De l'existence des
ensembles plans fermés P, pour lesquels l'ensemble N(P’) est non

< 0, Vensemble de tous les no

* ‘mesurable (B), résulte donc qu'il ewisie un ensemble plan fermé P,

tel que les ordres des ensembles linéaires, en lesquels les droites paral-
1les & Uaze dabscisses rencontrent P, ne sont bornds par aucun nom-

bre transfini < Q.

Soit E un ensemble (4) linéaire donné, P un .ensemble plan
fermé, tel que .N(P)= E. Désignons, pour tout point (z,y) du
plan, par f(z, y) la distance du point (%, y) & l'ensemble Py 1z, y)
sora &videmment une fometion continue de deux variables réelles
2, y, et nous aurons- f(z,y) =0 dans ce et seulement dans ce cas,
lorsque (z, y) est un point de P. On en déduit tout de suite que

 N(P) est l'ensemble de tous les nombres réels b, tels que I'déquation

f(x,b)=0 a une infinité non dénombrable de sclutions en . Done,
pour tout ensemble (A) linéaire E, il existe une fonction continue de
deun variables réelles, (2, ), telle que E est Vensemble de tous ces
nombres réels b, pour lesquels léquation f(z,b)==0 a une infinité
non dénombrable de solutions en nombres récls 2.

‘§ 2. E étant un ensemble (4) linéaire borné donné, soit P un
ensemble plan fermé et borné, tel que N(P)==E. Soit K un carré
aux cotés paralltles aux axes de coordonnées renfermant 1'ensem-

w=¢(t),‘y=¢(t) . (0§t<1)‘

la courbe continue de Peano remplissant le carré K: & tout point
(, ) du carré K correspond, comme on sait, au moins une moins
une et au plus quatre valeurs de #, tels que o)==, p(t) =1y
ot 0<{i<L | |
Désignons par F' Pensemble de tous les nombres réels ¢ de lin-
tervalle (0, 1) satisfaisant & la condition | |

(@), w(¥) e P:

l’ensefnble,' F qst évidemment fermé (puisque P est fermé et borné).
Définissons maintenant la fonetion f(f) d'une variable réelle ¢ dans
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(0 1) comme il suit. Pour ¢¢F posons f(f) = w(f). Or, soit (a, b)
un-intervalle contigu de l'ensemble fermé F: si (a)=q(b), posons

f(#) =(a)+ tw(b) tp(a) dans (a, b); si 9(a) = w(b), posons
+ b

et f(f)=w(a)+b—1¢ pour
a+ b

<t <b. La fonetion y(t) étant continue dans (0, 1), on voit

sans peine que f(f) est une fonction continue dans (0, 1) et qu'elle
prend au plus deux fois une méme valeur dans tout intervalle (a, b)
contigu & F: I'ensemble de tous ces intervalles étant au plus dénom-
brable, il en résulte que dans le complémentaire G de F (par rap-
port & lintervalle (0, 1)) la fonction f(f) prend une méme valeur
au plus une infinité dénombrable de fois. Donc, si, pour un nombre
réel b donné, il existe une infinité non dénombrable de nombres f,
tels que f(f)==0 et 0<CI<<1, il y en a une infinité non dénom-
brable qui appartiennent & F) donc pour lesquels (¢(2), p(t)) e P et
W)=/ () =">: les égalités @(f)=== et (f)=1> ne subsistant,
pour # donné, que pour quatre au plus valeurs différentes de ¢,
il en résulte tout de suite que la droite y =25 rencontre I'ensemble
P en une infinité non dénombrable de points..

Or, soit b un nombre réel donné, tel que la droite y =1"> ren-
contre P en une infinité non dénombrable de points: la courbe

&= p(t), y=y(f) remplissant le carré K ) P, il existe donec une

infinité non dénombrable de nombres ¢, tels que (p(¥) w(#))e P et
Y() =25, done teF et f(t)=y()=0.

D’aprés la propriété de l'ensemble P, il en résulte tout de sulte
que & est I'ensemble de toutes les valeurs que la fonetion f(f) prend
dans (0, 1) une infinité non dénombrable de fois. Nous arrivons
ainsi & la proposition suivante:

Tout ensemble (A) linlaire borné peut étre regardé comme Ten-
semble de toutes les valeurs quume fonction continue d'une variable
réelle prend dans (0, 1) une infinité non dénombrable de fois?).

1) 1l en résulte que le probléme difficile concernant la puissance des ensem-
bles complémentaires aux ensembles (4) peut 8tre énoncé comme il suit; Quelle
est la puissance de Densemble de toutes les valeurs qu'une fonction continue
d'une variable réelle prend une infinité dénombrable de fois? (Ce probleme est
équivalent aux problémes 9 (Fund, Math. t. I, p. 224) et 17 (Fund. Math.
t. III, p. 322) posés par M, Lusin).



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

166 Q. Mazurkiewicz et W. Sierpinsli:

§ 3. Théordme: Si E est un ensemble (4) plajz, Vensembie N(E)
de tous les nombres réels b, tels que la droite y==0b rencontre K en
une infinité non dénombrable de points, cst un ensemble (A).

Démonstration. Soit £ un ensemble (4) plan donné, Il
existe donc un systéme S d’ensembles plans fermés {F, ,l__,'_"mk}, dont
le noyau est E En d’autres mots, E est la somme de tous les
produits

al h] ki '
l, L] o1
Fu; ) n‘,-l TR TR [ np vy Hgyhg* D

la sommation sétendant & toutes les suites infinies de nombres na-
turels 2., #,, #3,... 7). Nous pouvons encore supposer que les ensem-
bles F satisfont aux conditions:

Ry Hap gy
A
. v
(1) ‘1 gy Hgreen, ”k D E}p Nﬂ,n’, "k' n“+1

(pour tout systéme de nombres naturels 2, ng,..., 1) et

. - _ | 1 ,
@ (B ) < (pOUE B=1,2,3..)

O(F') désignant le diamétre de l'ensemble F. | |
Le systtme d'indices py, ps,..., p. Gtant fixe, appelons noyau de

F,, pp.w, 6 désignons par Lrvrear- le noyau du systéme

OUY SVITLY My ) TS TR
S (P B — {‘Z:’ N‘; "g:;n: ﬂ;‘},

ol
FP“ P!""’pr - F I)Our ?zl’ ?lz, L n, 7’)‘ e lvq’ 2’ 3’ LRI

”1' ..'lq.’ nk p“ ])mu‘., pr, "1' ng,.u, "’C

‘Nous dirons que l'ensemble By be- I jouit _de la propridté I’ par
rapport au systéme Py, Pg,. ..y Py, Si1'ensemble JuruPuee Py mien gt
non dénombrable et sl existe un systbme d'indices ¢y, gyy..es ¢

tel que lensemble [rvrrroawmens st non dénombrable et que

Tpt, 1
Pls Pgiess 2y Py TR .
‘I"mh_‘ﬂlg,..“ "'k + ﬁ QU sekiglons? q; — 0. .

- Rangeons les ensembles formant S en une suite simplément in-
finie 3. |
Déterminons un systtme d'ensembles fermés S, == {H., umny
de maniére suivante, | |
- I) H, est le nidme élément do la suite 3, soit F, ..., tel
que l'ensemble E#v#-+?r est non dénombrable.

1y V. p. o, Fund. Math, : V, p. 166 ct p. 160,
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II) Soit maintenant s un nombre naturel donné, et supposons
que nous avons déjh défini tous les ensembles H,, ..., . pour k< 2s,
et q.ue H”h nyre s;h— Pl Payrenr Oy, (les nombres r et Prs Poyerey Pr dépen-

dant du systéme n,, n,,..., n,), Nous définirons H,, ayyrey ngy_ysng COTAING

le ny-iéme élément de 2 de la- forme Fzu P 2r jouissant de la

propriété P par rapport & p,, p,,..., p, et H comme le

Ty MRye0e; Ngo Y 9s4-1
fp,py-ibme élément de 3 de la forme Ay L%y tel que l’ensemble

Ijpereepeotibieny est non dénombrable et que

(3) ‘ ' ‘Hﬂ;, Ily.-;', ngg H == ().

. By By B Mooty
D’aprés (1) et (2) on voit sans peine que les ensembles H, ., ... .,
existent pour tout systéme fini d’indices n,, n,,-..., 7.
Désignons par K, ..., ld projection de l’ensemble H,,\ oyooony SUT
l'axe d'ordonnées: c’est un ensemble linéaire fermé. Le systéme

8;=={K., ... n} détermine donc un ensemble (4) (linéaire) que nous

5 désigne'rons par ¢. 1l suffit de démontrer que Q= N(E).

Soit b un élément de Q. Il emste dohc une suite infinie d'in-
d1ces Q15 92y 985 - - telle que |
(4) | beK

24y By Qg (k= 1’ 2’ 33 v ')
Soit @,, &, Qy,... une suite infinie, formée de nombres O et 1.
Posons | |

(B) ky=2"42"10, 42" ey +.. +2a,,_,1+a,. pour h=1,2,3,.
De (5) résulte que
(6) , ' ;,+1 == 2k -+ Qpqy pour h-—-— 1 2 3

et il s'ensuit de la déﬁnmon des ensembles H, ..., ©b H,... _—
et de (1) et (2) que
| Hmrqav'.-u ""h:-) ﬂ“’“""""ﬁ-{—; (h =1, 2, 3, ‘e ) :
et ' o

_ lim 0(H, ... %"l) = 0.

head)

Par conséquent H, . - (h=1,2,8,...) est une suite descen-

dente d'ensembles furmés qu1 converge vers un point

.(7.) - n——”H,m ,,,k“

po]
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Or, de Ia définition des ensembles H, .., ., Tésulte qu'il existe
une suite infinie -d'indices py, Py, Ps,---, telle que la suite ) - S ,

est extraite 36 la suite B, Fy. s Fyy, p puye- Par conséquent, d’apres (1):

nek.

L'ensemble K, .., étant une projection de I'ensemble H,, ..., o,

sur l'axe dordonnées, il résulte tout de suite de (4) et (7) que Por-

donnde du point = est b. ,

Or, soit «, &3, aj,... une suite infinie de nombres O et 1 di-
stincte de la suite @,, &y, @,..., ot désignons par n’ le point de
E coorespondant & cette suite. On voit sans peine que 7' % 7. En
En effet, soient «, et o, les premiers termes inégaux des suites

~ considérées. Nous avons done @,= @, pour k= L2,....m—1 et

¢. 3 o, P e a,=0 et a,=1; done, en posant -

K, = 2" + 210} +...+ 20, + 0;;

. nous aurons, d’aprés (B) et (6):

k,=2k.,+a, et k,=2k.,,+ o,

. done

b,o=2k, =23 et k=2k, ,+1=2s+1.
Or, d'aprés (1), meH,,,,. ot w'eH, .., done z=a',

o 99g
Puisque) d’aprés (3)1 Hﬂu . TR éq,chm--. 9541 :, O"

A toute suite infinie @, &, a;,... formée de nombres 0 et 1
correspond donc un point & de K & lordonnée b et aux suites
différentes correspondent des points distinets. Il en résulte que la

droite y=1> rencontre I'ensemble E en une inhiité non dénombrable

~ de points, done beN(E). Nous avons done démontré que Q@ (C N(E).

Or, soit-5 un élément de N(£). Désignons par D l'ensemble
11 W eeer My =-DFma gy |
Le systéme d'ensembles fermés {D,,,,..,.} détermine ‘un ensemble
(4) non dénombrable DE. Définissons la suite infinie d’indices n,,
Ny, Ng,... de maniére suivante: L |

I) n, est le premier nombre naturel, tel que le noyau de .DH,
est non dénombrable. |

II) soit maintenant ¢ un nombre naturel donné et supposons que

~nous avons déja défini les indices n,, ny,... 7,,_;, et supposons que

Hy, mpsny = Fpyy s, €t que le noyau de &, . ., est non dénom-
brable. Les eusembles H,,,,...., ,,» 800t, pour n=1,2 8,..., de
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la forme ol l" me)- Nous définirons #, comme le plus petit

indice n, tel que 1’ensem-ble L S O o jouit de la propriété

P par rapport au systéme p,, ps,..., p,, 8t %, comme le plus
petit indice n, tel que le noyau de DH,,.,..,.,,. est non dénom-
brable.

On voit sans peine, d’aprés be N(E) et d’aprds la définition des
ensemblés H, . ..., que la suite infinie m,, n,, fy,... existe. Or
oo a, d'aprés lenr déﬁmtmn

DH, ... 40 pour s=1,2,3,..
donec

beK,,.,..., pour s=1, 2, 3,..

et parsuite be(. |

Nous avons done démontré que N(E)( 9, et puisque nous avons

prouvé plus haut que QCN(E’), nous trouvons @ = N(E),c. q. f. d.
Notre théoréme est ainsi démontré.






