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Uber ein Problem von Herrn C. Carathéodory.

"Von

Paul Urysohn (Moskau).

Gibt es ein einfach zusammenhingendes Gebiet, dessen simtliche
Primenden zweiter Art sind?)?

1. Nehmen wir an, dass ein solches Gebiet W existiert. Es sei
O ein fester Punkt innerhalb W und YOX ein Koordinatenkreuz.

Als Teilgebiet bezeichnen wir einen solchen Teil des Gebietes W,
welcher durch einen aus einem Kreishogen bestehenden Quersehnitt
q bestimmt wird und den Punkt O nicht enthilt; dieser Punkt
muf ausserdem ausserhalb des Kreises, zu dem der Kreisbogen ge-
hisrt, liegen 2).

Als Primenden eines Teilgebietes bezeichnen wir nur diejenigen,
welche der Grenze von W (aber nicht zu ¢) gehoren.

Wir nennen Lénge des Primendes 4 die grosste Entfernung
zwischen dem erreichbharen und einem verinderlichen Punkte
von A. |

Es sind nur zwei Fille moglich:

«) entweder enthilt jedes Teilgebiet Primenden von beliebig

klemer Linge,
B) oder es gibt ein Teilgebiet, dessen simtliche Primenden

linger als eine feste Zahl & sind.

2. Nehmen wir an, dass die erste Voraussetzung stattfindet,
Wir nummerieren ein fiir allemal alle Radien-Vektoren B;, die.
einen rationalen Winkelkoefficient und einen Anfangspunkt mit ra-

1), ¢, Carathéodory, Uber die Begrenzumny einfach zusammmhiingmder

Giebiefe, Mathematische Annalen 78 (1912), & 325,
3) Kreisbilgen mit zusammenfallenden Endpunkten sind ebenfalls zul&sslg
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tionalen Koordinaten haben. Jeder R, konvergiert gegen ein be-
stimmtes Primende 4, dessen erreichbarer Punkt auf R; liegt.
Solehe Primenden werden wir rationale Primenden nennen,
Hiilfsatz I. Es sei @ ein Teilgebiet, A ein darin enthaltenes Pri-
mende von der Linge & Dann enthali @ ecin Teilgebiet @, dessen

Breite < 3¢ ist.
Beweis. Es sei a der erreichbare Punkt von 4. Wir konnen

A durch eine Kette von Querschnitten {q,}, welche auf Kreisen

vom Radius L mit dem Mittelpunkte a liegen, definieren 1).
n

Die entsprechenden Teilgebiete ¢, liegen alle (ausser hochstens
endlich vielen) innerhalb @; der Durchschnitt der Folge {.} (wo
@, das Gebiet ¢, mit seinen Grenzpunkten bedeutet) besteht nur
aus der Menge der zu A gehtrenden Punkte. Da aber die. Breite
dieser Menge 2& nicht tibertrifft, so miissen alle ¢,, von einem @y ab,
in @ liegen und eine Breite <C3e haben. Wir setzen qy=g,.

Folgerung. Jedes Teilgehiet ¢ enthiilt solche Teilgebiete, deren
siimtliche Primenden < e sind (& beliebig).

In der Tat, @ enthlt Primeﬁden deren Linge <—§— ist, also uuch

Teilgebiete, deren Breite < e ist. Em solches. Teﬂgebmt kann aber
nur Primenden <& enthalten.

Hilfsatz 11, Jedes Teilgebiet @ enthiilt ein )ataonales Primende 4,,
welches kiirzer als & ist (& beliebig). | | '

Be weis. ¢ enthalt ein Teilgebiet ¢,, dessen simtliche Primenden
kiirzer als ¢ sind. @, sel durch den Bogen y des Kreises I" definiert.
Jeder R;, der in @, anfingt und zn dem Komplementirbogen y ge-

_richtet ist, wird.uns ein solches A4, liefern 2).

Folgerung. Wir kinnen zu jedem Teilgebiet ¢ ein darin enthal-
tenes @, von der Breite <& eindeutig bestimmen. g
"In der Tat, wir konnen das erste8) in ¢ enthaltene rationale

Primende 4; von der L#nge \'<\ nehmen, und dann nach der Vor-

3
schrift des Htlfsatzes I @, wihlen.

1) Ibid, 8, 343. Wenn auf einem und demselben Kreise mehr als oin brauch-
‘barer Quetschnitt liegt, so withlen wir denjenigen aus, welchem das grosste Teil-
gebiet entspricht,

%) Dieses Verfahren versagt wenn' ¥ zusammenfallende Endpunkte hat, Man
erkennt leicht, wie man in diesemn Falle verfahren muss,

3 d, h. mit dem kleinsten Index behaftete.
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Satz III. Der Fall «) ist unm(‘jglz'ck :
Es sel ¢ irgend ein Teilgebiet, ¢, ein darin enthaltenes Teil-

: . & ..
gebiet von der Breite < 5P einin @, enthaltenes Teilgebiet von der

. N A
Breite <§-,;., u. 8. w. Die Kette ¢, ¢,,..., @,,... konvergiert gegen

einen Punkt; sie bestimmt also ein Primende erster Artl), was un-
serer Voraussetzung widerspricht.

3. Nehmen wir jetzt an, dass der Fall ¢) der richtige sei; es
existiert dann ein Teilgebiet ¢,, dessen simtliche Primenden linger
als & sind. :

Es sei a, irgend ein erreichbarer Punkt der Grenze von ¢,
(der nich zum Querschnitt g, gehirt), in welchem ein Radius-Vektor
dy oy endet. Auf diesemn Radius-Vektor legen wir die Strecke a,b,
£
2 .
ver Richtung den Kreisbogen b,¢; (Bogen des Kreises mit dem
Mittelpunkte a;) bis zum ersten Grenzpunkte ¢, Der so erhaltene
Querschnitt ¢,==a, b, ¢, definiert ein Teilgebiet @, 3), dessen samtliche
Primenden in g, enthalten sind, also ebenfalls langer als & sind.

Da in jeder Umgebung eines jeden Punktes eines beliebigen
Primendes innere (ebietspunkle vorhanden sind, so gibt es solehe
Punte von ¢;, welche um mehr als e von g, entfernt sind. Da

von der Linge = ab®); dann beschreiben wir von b, ab in positi-

" aber ¢, zusammenhingend ist, so ist sein Durchschnitt mit dem Kreise

von Radius ¢ mit dem Mittelpunkte o, nicht leer; er besteht nim-

" lLich aus abzihlbar vielen offenen Bigen. Wir nehmen den grossten
~von diesen Biigen; wenn es mehr als einen solchen gibt, so kon-

pen wir denjenigen nehmen, dessen rechter Endpunkt die kleinste
Amplitude hat. Es sei a, sein rechter, d, sein linker Endpunkt.

Dann legen wir darauf den Bogen a,b, von der Linge -—2% ab; wir

ersetzen jedoch ée"é duch die Hulfte der Lange von a,d,, Wenn

1y Ibid, 8 852. .

) 'Wir wiirden % durch g— ersetzen, wenn die Entfernung .6 von a, bis zom

Querschnitt ¢, kleiner als & wire, o _ .
%) Von jotzt an geben wir dem Worte ,Teilgebiet“ seinen allgemeinen Sinn

gurlick,
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. 5 € . . . ' dei 'M't;
letztere kleiner als 2. 5 ausfullt. Auf einem. Kreise mit dem Mi

telpunkte «y legen wir dann in positiver Richtung den Bogen b,c,
bis zum ersten Grenzpunkte c, ab. Der erhaltene Quersehnilt go=a,b,c,
definiert seinerseits ein Teilgebiet @,, dessen simtliche Primeaden

linger als & sind. o
Mit ¢, verfahren wir ebenso wie mit ¢, u. 5 W.; dabei ist-die

' . v € . .
Breite des Querschnittes g, nicht grisser als 2. o weil ¢, auf einer

Kreisfliche vom Radius g; Liegt.

Die ¢, bilden eine Kette; es sei 4 das dadurch definierte Ende.
Wir werden zeigen, dass A ein Primende, und zwar dritter oder
vierter Art ist. _ .

In der Punktfolge a;, ay,..., 4,,... ist die Entfernung zwischen
zwei hintereinander stehenden Punkten gleich g; sie muss also we-
nigstens zwei verschiedene Hiufungspunkte 2, und 2, besitzen. Wir
konnen aus {a,} zwei Teilfolgen {a,} unh {a,’} aussondern, welche
resp. gegen z, und 2, konvergieren. Die Querschittsketten {g,} und
{g.'} konvergieren gegen dieselben Punkte; sie bestimmen also zwei
Primenden, fir welche 2, resp. 2, Hauptpunkte sind. Da aber die
Ketten {g.}, {g.} und {g.'} dasselbe Ende definieren’), so ist 4 ein
Primende, und zwar ein. solches, welches zwei verschiedene Haupt-
punkte 2z, und 2, besitzt, — also ein Primende dritter ader vierter
Art?). |

Der zweite Fall hat sich auch als unméglich erwiesen. So haben
wir den :

Satz IV. Es gibt kein einfach zusammenhiingendes Glebiet, dessen
Grenze ausschliesslich aus Primenden zweiter Art bestehe.

4. Der soeben gewonnene Satz kann verschirft werden, wenn
wir ihm eine etwas audere Fassung geben, nimlich:

1° Wenn das einfach zusammenhingende Gebiet W keine Primen-
den 3 oder 47 Art besilzt, so ist die Menge K seiner Primenden
1 Art nicht leer. ,

Von der Menge £ kionnen wir aber weit mehr behaupten, ale
ihre blosse Existenz. |

1) Ibid. 8, 333.
%) Ibid. 8. 3b4.
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Wir konnen annehmen, dass die Primenden erster Art von der
Linge null sind. Alle unsere Beweisftthrungen bleiben dabei bestehen;
der Fall «) ist aber jetzt nicht nor méglich, aber sogar der einzig
mégliche (da 2) unmioglich bleibt).

20 K hat die Mdchtigkeit des Kontinuums, Der in einem belie-
bigen Teilgebiete ¢ enthaltene Teil von E besitzt dieselbe Eigen-
schaft.

In der Tat, wir wissen, wie mann ein in ¢ enthaltenes Teilge-
biet von der Breite <¢ finden kann, Wir kinnen aber auch zwei
solche Teilgebiete @, und ¢, ohne gemeinsame Punkte finden. Es
ceniigt ndmlich ausser dem ersten A, ) noch das nichste A4, zn
wihlen, welches zu ¢ gehort, nicht linger als ~§~ ist und dessen er-
reichbarer Punkt vom erreichbaren Punkte von 4, verschieden ist.
Die Querschnitte ¢, und g¢,, welche @, und ¢, bestimmen, miissen
darauf so klein gewihlt werden, dass sie einander nicht treffen ?).

Dasselbe Verfahren dient uns dazu, um innerhalb @, zwei Teil-
gebiete @g, und @, ohne gemeinsame Punkte zu finden, deren Brei-
ten <—§— sind; innerhalb @, finden wir ¢, und @,; mit denselben
Eigenschaften. Ebenso verfahren wir weiter:

Wir wihlen in (p%,_,}u(i,‘z() oder 1) zwei Teilgebiete @, i,

: £
und @, 1, die <5 sind.

Jede Kette -
Py Pis Piginyr- - ‘pﬁ&u-f,b"'

definiert ein Primende erster Art, das in ¢ enthalten ist; zwei ver-
schiedene Ketten liefern dabei verschiedene Primenden?). Verschie-
dener Ketten gibt es aber 2%, d. h. eine Menge von der Michtig-
keit des Kontinuums. W. z. b. w.

5. Wir konoen noch weitere Schliisse ziehen, wenn wir folgende
Termina einfithren:

1} Vergl. 2, Hiilfsatz 1I, Folgerung.
N s vt
"% Sie sollen z. B, auf Kreisen vom Radius ? liegen, wo p die kleinste ganze

Zahl ist, bei welcher die genannten Kreise alle Bedingﬁngen erfiillen.
'3) Von einem bestimmten n ab liegen nimlich alle Gebiete der ersten Kette

in @i, ..., 0, alle Gebiete der zweiten in @ .0, -
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Eine Menge F von Primenden des Gebietes W nennen wir

1) nirgends dicht, wenn jedes Teilgebiet ein anderes Teil-
gebiet @, cnthilt, welches kein zu F gehirendes Primende enthilt:

2) von der I Kategorie, wénn sie aus abzihlbar vielen nirgends-
dichten Mengen zusammengestellt ist;

3) von der II Kategorie, weun ibre Komplementtirmenge
(d. h. die Menge der zu F' nicht gehtrenden Primenden des Ge-
bietes W) von der I Kategorie ist?)

Die Menge G der Primenden zweiter Art, deren Lange Z>e¢ ist,
ist nirgendsdicht. In der Tat enthalt jedes Teilgebiet @ ein anderer

Teilgebiet @,, dessen Breite <Ce ist; @, kann kein zu & gehorendes

Primende enthalten. |
Dasselbe gilt auch von der Menge 7, der Primenden von der

Lénge 2;

Die Menge simtlicher Primenden zweiter Art, die als Summe
der Mengen (7, dargestellt werden kann, ist von der I Kategorie.
Ihre Komplementirmenge, d. h. die Menge der Primenden erster
Art, ist somit von der zweiten Kategorie. Also

3° K ist von der I Kategorie.

Anmerkung Wir kunen unsere Terminologie durch folgende
Tatsachen rechtfertigen. Herr C. Carathéodory hat nimlich ge-
zeigt, dass die Primenden, einen zyklischen Ordnungstypus haben 2);
dabei entspricht der Menge der Primenden eines Teilgebietes ein
Intcervall dieses Ordnungstypus, und umgekehrt.

Auf diesem Ordnungstypus haben also unsere Termina ihre ge-
wihnliche Bedeutung3).

1) Folgende Beispiele zeigen, dass diese Begriffe von der gewghnlichen (geo-
metrischen) Dichtigkeit u, s, w. v§llig unabhiingig sind:

1) Die Menge E der Primenden erster Art muss iiberall dicht sein (d. h. solche
Primenden sind in jedem Teilgebiet vorhanden); indessen ‘zeigt Herr, C Carat-
héodory (ibid. 8. 369, § 51), dass E nur aus einem Punkte bestchen kann,

2) Die Menge fr der Primenden, deren Liinge —>¢& ist, muss nirgehdsdicht
sein; indessen fiihrt eine unwesentliche Modifikation der Brouwerschen Methode
(Zur Analysis Situs, Mathematische Annalen 68 (1910), $..423) zu cinem Gebiete,

dessen simtliche Grenzpunkte in einem Primende A zweiter Art enthalten sind

2} Ihid. 8. 350, Satz XIV. Der Beweis ist indirect (stiitat sich auf die kon-
forme Abbildung). Da ich von der Analyse keinen Gebrauch mache, so konnte ich
aonch diesen Satz nicht benutzen. '

3) Die 1I Kategorie ist dahei im Lusinschen und nicht im Baireschen
Sinne verstanden. ‘ : ‘
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Wir kénnen auch anders vorgehen Wir werden nimlich die
Primenden des Gebietes W als  Punkie“ eines topologischen Rau-
mes (im Hausdorffschen Smne) ) hetrachter, den wir folgender-
massen konstruieren werden. Es sei ¢ ein Teilgebiet, das durch
einen Kreishogen y definiert ist; der Kreis, auf welchem y legt,
soll einen rationalen Radius haben, und sein Mittelpunkt soll am
Ende eines K, liegen; es sei weiter U, die Menge der Primenden,
die in @ enthalten sind?2). Wir betrachten dann simtliche U,; wenn
U, den ,Punkt® A enthilt. so werden wir sagen, dass U, eine
Umgebung dieses ,Punktes® ist.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die Haunsdorffschen Um-
gebungsaxiome 3) erfillt sind; da,sselbe gilt auch von den Abzihl-
barkema\mmen 1),

In dlesem Raume haben unsere Termina thre gewihnliche Be-
deutung 5 ).

Moskau. den 16 April 1920,

Sechon nach Beendigung dieser Schrift ist es mir bekannt ge-
worden, dass das Carathéodorysche Problem durch Herrn
W. Weniaminoff auf analytischem Wege (mit Benutzung der
konformen Abbildung) bereits im Jahre 1919 geltst worden war.
Sein Beweis wurde aber — ebenso wie der meinige — wegen der

, russischen Zustinde nicht publiziert.

1) Hausdorff, Grundzilge der Mengenlelre; Leipzig, Veit, 1914, Kap. VII—V1IL
. ) Wie es aus der Carathodoryschen Definition {I. c. 5. 331) folgt, gehiiren
die beiden Primenden, gegen welche die Halbbtgen des Bogens y konvergieren,
zu {/ o nicht.

3 Hausdorff, I, c¢. 8. 213

%) Ibid..’S. 263. .
. 8) Vergl. Hausdorff, L e. §. 251 n, 328, Der so konstruierte Raum ist, wie

"es aus dem obengesagten folgt, einer Kreisperipherie homoeomorph,

Moskau, den 19 Februar 1922,






