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Sur la décomposition des ensembles de points en
parties respectivement congruentes.
Par

St. Banach (Lwéw) et A. Tarski (Varsovie).

Nous étudions dans cette Note les notions de l'équivalence des
ensembles de points par décomposition: Sfinie, vesp. dénombrable. Deux
ensembles de points situés dans un espace métrique sont dits équi-
valents par décomposition finie (ou dénombrable), lorsqu'ils peuvent
&tre décomposés en un nombre fini et égal (ou une infinité dénom-
brable) de parties disjointes respectivement congruentes.

Les principaux résultats contenus dans le présent article sont
les suivants:

Dans un espace euclidien & n 2> 3 dimensions deux ensembles arbi-
traires, bornés et conlenant des points intérieurs (p. ex. deux sphéres
& rayons différents), sont dquivalents par décomposition finie.

Un théoréme analogue subsiste pour les ensembles situés sur la
surface d'une sphére; mais le théoréme correspondant concernant Ues-
pace euclidien & 1 ou 2 dimensions es Sfaus.

D’autre part: |

" Dans un espace euclidien & n>>1 dimensions.deus ensembles ardi-
traires (bornés ou mon), contenant des points intérieures, sont équiva-
lents par décomposition dénombrable.

La démonstration des théorémes précédents s'appuie sur les résul-
tats de MM. Hausdorff, Vitali et Banach?), qui concernent
le probléme général de mesure; elle fait done usage de [laxiome

1) F. Hausdorff, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 401 et 469.
G. Vitali, Sul problema della mesura dei gruppi di punti di una retia,

Bologna 1905. |
St. Banach, Sur le probléme de mesure, Fund. Math. IV, 1923, p. 30—31.
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Lo J r ) - .
A choiz de A Zermelo. Le rile (fue joue cet axiome dans nos

rasonnements nous semble mdriter P'attention.

. .
Envisageons, en effet, les deux théorémes suivants, qui résultent
de nos recherches:

I Deux polyédres arbitraires sont ¢quivalents
par décomposition finie,

IIYDeuxpolygones différents,dontlunestcontenn
dans l'autre, ne sont jamais équivalents par décom-
position finie. ‘

Or, on ne sait démontrer auenn de ces deux théordmes sans
faire appel & l'axiome du choix: ni le premier. qui semble peut-ttre
paradoxal, ni le second, qui est en plein accord avee lintuition.
De plus, en analysant leurs démonstrations, on pent constater que
Vaxiome du choix intervient daps la démonstration du premier thé-

oréme sous une forme bien plus restreinte yue dans le cas du
second.

§ L. Les propriétés générales de 1'équivalence par déeompo-
sition finie ou dénombrahle.

Les raisonnements de ce § sont valables pour les ensembles de
points situés dans un espace queleonque, sur lequel est faite Phy-
pothése unique qu's tout couple de points {a,b) correspond un
nombre réel g(a,d) appelé distance des points a et b Seuls
les corollaires 14—15’ concernent I'espace euclidien. |

Définition 1. Les ensembles de points A et B sont congruents:

4=B,

Sil existe une fomction @, qui transforme d'une fagom biunivogue
A en B el satisyait « la condition: a, et a, €Etant deux points arbi-
traires de Uensemble 4, on a |

0 (ay, ) == olp (@), plas)]-

Dans ce qui suit nous supposons connues les propriétés élémen-
taires de la notion de congruence. | '

1} Ce théoréme peut étrg regardé comme une généralisation da théeréme
connu de la (Géométric Elementaire, appelé parfois axiome de De Zolt. Cf.
A. Tarski. Sur Udguivalence des polyyones, Przeglad mat.-fis, 2—3, Warszawa 1924.
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Définition 2. Les ensembles de points A et B sont équivalents

- par décomposition Sinie:

AFB,

s1l existe des ensembles Ay, Ag... A, et B, B"'T B,, qui remplissent

les conditions suivantes:

1. A—':—'“zﬂ‘fh et B:“-SB;‘;
| -

k=1

II. A4, X 4,=0=B; X B, lorsque 1<k<l<n; ‘

L 4,=B, pour 1<<k<<n.
Définition 2. Les enserbles de points A et B sont équivalents
par décomposition dénombrable:

Add B,
&l existe des ensembles Ay, Ay... A, .. €t By Byo. Bty qui remplis-
sent les conditions sutvantes: L

L Azj'Ak et B:—"S‘B,‘;
k=t

fwe]

IL 4, X 4,=0=B, X B, lorsque k=1;

ML 4,=B, pour tout k naturel.

Dans les théorémes 1—15' qui vont suivre nous établissons les
propriétés élémentaires des notions introduites ci-dessus, en ne nous
bornant d’ailleurs qu's celles qui nous seront utiles dans la suite.
A tout théoréme concernant Péquivalence par décomposition finie
correspond un théoréme sur I'équivalence par déecomposition dénom-
brable; les démonstrations des théorémes correspondants étant tout-
-3-fait analogues, nous nous bornons & n'en donner qu'une seule.

. Theoréme 1. Si A=B ou bien A=B, on a AfB.

(Pest une conséquence immédiate de la définition 2. En tenant
¢ompte que 0=0, on en déduit le . |
Théoréme 1’. i A==B, A=~DB ou bien A7B, on a AdB.

Théoréme 2. Si AfB, on a BfA. |

Théoréme 2'. Si Aqa B, on ¢ Bd 4.

Ces théorémes résultent aussitot des définitions 2 et 2.

Théoréme 3. Si AfB et BFC, on a AfC.
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Démonstration. Soient:

(1)“ - 7 A"-—TZ"A,‘ et B;_Z;Bh

1155 8 Emy

2) B—'ZB et C= -._ZC

lm]

les décompositions des ensembles A et B, resp. Bet C, qui satisfont
aux conditions I—III de la définition 2.

Posons:
(8) B,;=B, X B; pour 1<Ckn et 1<TIm;
de (1)—(3) il résulte aussitdt que
4) o B,-_—_ZB,,_, pour 1<k,
) Iwl .
(5) B =EB.,; pour 1<<I<<m.

Suivant (3) et la condition II de la définition citée, on obtient
encore: - _ |
(6) B, X B,,,, =0, lorsque k=%, ou bien I5=1,.

Les ensembles 4, et B, (1<{k<(n) étant congruents, on en
déduit selon (4) et (6) lexistence des ensembles 4, ;, 4ys. .. 4im
qui vérifient les formules:

M A=A, pour ISk

| dn
(8) A, X 4, , =0, lorsque k==&, ou bien I=£l;
(9 . Ay, =B, pour 1RO of 1KIom.

De méme la congruence des ensembles B; et C; (1 <l<m)
implique en raison de (B) et (6) qull existe des ensembles Ci,

G, i... G, tels que lon ait:
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(11 C, X Gy =0, lorsque k== k, ou bien I=fF1l;

12)  ° Buaz Gy, pour 1R ot ISISm

En vertu de (1). (2), (7) et (10) on conclut que

(13) 4 ‘-—‘-‘j‘jflk,.z;

k=1 I=1.

w o e=3Fa=3 30
1=l k=) k]l =1
de (9) et (12) on obtient enfin »
(16) A= G, pour 1<ESh ot 1ISSm.

Les formules (13) et (14) nous fournissent une décomposition
des ensembles 4 et C en up nombre fini (égal a n.m) de parties;
suivant (8), (11) et (1D) cette décomposition remplit les conditions
de la définition 2. On a done ‘

"AFC | ¢. q. f. d.

D’une fagop tout-h-fait analogue on peut démontrer le suivant

Théoréme 3'. Si A@B et BaC, ona A4 C. '

Conformément aux théorémes 1—3‘.les relations de ’équivalence
par décomposition finie et dénombrable sont ‘reflexives, symélriques
et tra{asitives. | _ ,

Théoréme 4. Si les ensembles A ef B peuvent étre décomposés
en des sous-ensembles disjoints: , '

A=4, B-_-:-'—Z‘Bk

‘ ' h-; o | 2 .
de sorte que S
| A, FB: powr 1 k<,
on a | |

AFB. |
Démonstration. L'hypothése du théoréme implique qu’il existe

pour tout k 1< k<{n, une décomposition des ensembles A, et B,:

“ my. ) my ‘
(1) R Ak =2'Ah 1 Bk '-_—‘-'Z-Bk,u
Jaa] 1-1

qui ‘satisfait aux conditions:
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(2) 47:.1 X 4., =0=B,,X B.,,, lorsque k=Fk, ou bien 1= 1;
(3). | A,,2B,, pour 1<<k<C s 1K]IOm,.
e (1) on obtient:

@ a=3¥ 34 5=3 35,

k=]l I=} k=1 1-1

Conformément & la: déﬁmtmn 2, les formules {2)—(4) dounent
aussitot:
ArB e g fd

Théoréme 4’. Si les ensembles A of B peuvent étre décomposés
en des sous—ensembles dzs]omts

A= S‘A,,B_.. B( = ¥4, B= )
k,_l ) 2 resp. A ZA,B ZB

k=] ke=1

de sorte que

A, d B, pour tout k naturel (resp. pour L<Ck<Cn),
on a |

A3B

Théoréme 5. Si AFB, il existe une fonction @ définie pour tous
les points de U'ensemble A et remplissant les eonditions:

1. la fonction @ transforme A en B d'une facon bmmvoque,

I1. C éant un sous-ensemble arbitraire de A, on a CFe(C)Y).

. Démonstration. Soit: .
. 4=3u =3
0 | k=]

une décomposition des ensembles 4 et B sansfmsant aux conditions

- de la définition 2.

Les ensembles 4, et B, étant congruents, il en résulte eonfor-
mément & la définition 1 lexistence des fonetions @,(1 <k n),
qui transforment A, en B, sans altérer les distances des points

transformés. Posons:

2) o(p) = @«(p), lorsque p ¢ Am 1<k

1) @ étant une fonetion définie pour tous les points de l'ensemble A, sl
C (A, ¢(C) désigne I'ensemble de tous les éléments @(p), ou peC.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

250 St. Banach et A. Tarski:

On en conclut sans peine, en vertu des propriétés de la décom-
position (1), que
(3) la fonction ¢ transforme d'une fagon biunivoque 4 en B.
Soit maintenant:

4 CC4;
posons:
(5) C.=CX 4, pour 1 <Chn

De (1), (4) et (B) on obtient aussitot:

- (6) C =j'0k;

(7 C, X C,=0, lorsque 1 <k <<I<
(8) C. C 4, pour 1<{k<n.
Selon (3), (4), (6) et (7) on déduit:
) ()= Y9G,
kml ’
(10) $(C) X 9(C) =0, lorsque 1<k < 1<

Il résulte enfin de (2) et (8), conformément & la propriété indi-

- quée des fonctions ¢,:

(11) C.=p(C) pour 1 <k n.

Les formules (6) s (9) nous fournissent une décomposition des
ensembles C et @(C), qui remplit suivant (7), (10) et (11) toutes le
conditions de la définition 2. Oh a done

(12) - Crye(C).
Les conditions (;7) et (12) prouvent que ¢ est la fonetion cherchée.
Théordme ', Si AFB, il existe une fonction @ définie pour tous
des pomts de Uensemble A et remplissant les conditions:
- la fonction @ transforme dune facon biunivoque A en B;
II. C étant un sous-ensemble arbitraire de A, on a C @ @(C).
Les théortmes b et 5’ impliquent aussitot les corollaires suivants:
Corollaire 6. Si A7B et &'il evisic une décomposition de Uen-
semble A en des sous-ensembles disjoints:

—ZA (resp A—-ZA,),

kax]
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il existe aussi une décomposition de Tensemble B en des sous-en-
sembles disjoints:

2= 3o 1= 3

el k=1

tels que

A, FB, pour 1KECOn (resp. pour tout k naturel).
Corollaire 6. Si A d B et §'il existe une décomposition de Ten-
semble A en des sous-ensembles disjoints:

--ZA (resp. 4 _ZAk),

k=1

il exisle aussi une decomposztzan de Tensemble B en des sous-ensembles

7= 3nlier 2 32)

k=l

‘disjoints:

tels que

A4, d B, pour 1 gkgn (resp. pour tout k naturel).

Corollaire 7. Si AFB, & tout sous-ensemble C de A correspond
un sous-ensemble D de B assujetti aux conditions:

I. CFD;

II. si Cf= 4, on a D= B.

Corollaire 7. Si Ad B, & tout sous-ensemble C de A correspond
un sous-ensemble D de B assujetti aux conditions:

I. CdD;

II. si 0:1|=A,onaD=}:B ’

Les théorémes 8 et 8 que nous allons établir maintenant vont

~ jouer un rdle important dans les raisonnements des §§ smivants.

Théoréme 8. Si 4, C 4,B, B, AfB, e¢ BFA,, on a
. AFB.
Théoréme 8. Si 4, C A4, B, (B,Aa B, et Bd 4, ona
, 438
Démonstration. Conformément aux théorémes 4—5, les deux
relations envisagées dans cet ouvrage — I'équivalence par décom
finie et dénombrable — possaédent les propriétés (x) et (B) que Ban a,c.h

a définies dans la Note: o Un théoréme sur les transformations biu-
wivoques® (ce Volume, p. 236). Done les théorémes 8 et 8’ me pré-
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sentent qu'une conséquence immédiate du théoréme 3 établi dans
la Note citée, qui concerne toutes les relations possédant ces deux
propriétés.
Corollaire 9. Si A DB D)C et A7C, ona A7B et BFC.
Corollaire 9. Si ADB DCet Aa(,onada B e Ba (.
Oxn déduit ces corollaires directement des théorémes précédents,
si Ton y remplacs 4, par B ainsi que B, par C et si I'on applique
ensuite les théorémes 1 et 3, resp. 1’ et 3"
Théoréme 10. Si AFA + B, pour 1<<hk<Kn, on a

AFA —{-jB,,.

Démonstration. Nous envisageons deux cas.
{a) Les ensembles 4, B;, B,... B, sont_disjoints.

Nous allons proecédér par l'induction. Le théoréme étant évident
pour n =1, supposons qu'il est vrai pour n==n' et prouvons quil

subsiste encore pour n==n"+ 1.

On a domne:
(1) AFA+ Y'B,
k=1
(2) A“ }?‘A + Bn’+11
(3) 4 X Byy=0=B,, X J'B..

k+1
Conformément au théoréme 4, on obtient de (1) et (3):

‘ n/41
4 A+ B, "4 +2‘B,,,
' k=1

De (2) et (4) il résulte aussitof, en vertu du théoréme 3:

. n'4-1 -
AFA +213,‘ * e. q £ 4
k=1
{(b) Le cas général. |
Posons:
} | k-1
(5) By=B,— A,B;=B,,—-—(A + ZB,) pour 2<Chk<Cnm;

Tl



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur la décomposition des ensembles 253
on en conclut sans peine:

(6) , 4 +2,‘,‘B'=:A+2"'Bh
- -

k==1

{7 A+ B, C A+ B, pour 1 k<,

Appliquons maintenant le corollaire 9, en )
: : ) y remplacant 4 par
A +gka B par A4 B, et C par A. On obtient smivant (7) et I'hy-
pothése du théordme:

(8) AFA+ B, pour 1 <kSn
En raison de (5), les ensembles A, B, B;... B, sont disjoints.

| Le cas (a) étant déja établi, on déduit de (8) et (6):

AF4 +2-‘BZ=A+SB,,.

Le théoréme 10 est done complétement démontré.
Théoréme 10°. S 43 A+ B, pour 1 k<, on a

Le théoréme 10’ peut étre étendu au cas d’une infinité dénom-
brable de sommandes; mais cela demanderait une démonstration
spéciale, bien plus compliquée.

Le théordme auquel nous passoms & présent est surfomt impor-
tant dans les raisonnements du § 2, C.

Théoréeme 11. Si 4, F4s, BiFB:, 4+ 4, 7B, + B, &
4, X 4y, =0=B, X B, on a

A, FB,.

Démonstration. M. Kuratowski a établi dans sa Note: ,Une
propriété des correspondances biunivoques® (ce Volume, p. 243) un
théoréme général concernant des relations reflexives, symétriques
et transitives, qui possédent les propriétés (x) et (3)9). Le théoréme
11 en résulte aussitt an cas od 4, + 4, =B; + B;.

1) Cf. la démonstration des théorémes 8 et 8'.
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Pour passer au cas général reumrquonb qu’en vertu du corol-
laire 6 lensemble A, + 4, se décompose en deux sous-emsembles

disjoints:

tels que | |
(1) BiFBi, Baf B,.
- Comme B, F.B,;. on 'obtielnt- de (1) suivant le théoréme 3:.
B f Bs;
“en raison du eas précédent, on peut donc conclure que
(2) A, F B,
Les formules (1) et (2) donnent aussitdt:
4, 7B, e ¢ f d

Théoréme 11°. Si 4,3 4., Bia By, 4; + 4, a B, + By ¢t

Ay X Ay, =0=B,X B, on a
4, d B,

Dans les corollaires 12 et 12’ nous allons donner une générali-
sation facile des théorémes preeédents

Corollaire 12. 4,, 4,... Ay ainsi que By, B, ... Byn dtant des
ensembles disjoints, si

L A1 fA et B1 FBy pouwr 1 k2,

IL. 2A fZB,,,

k=1 k=1
on a A, fB,.

Démonstration. En vertu du théoréme 11, le corollaire est
vrai, lorsque n==1. Pour appliquer le principe d'induction, sup-
posons que le corollaire subsiste pour n=7n’ et prouvons qu'il sub-
siste encore pour n=n'+ L. |

On a done: : :

(1) A4, f A, et B, 7B, pour 1< k<2,

ol 2nyH1

@ ) IND YA

k=] Tom]
Posons:
27&1-{-1 ‘ gm ) gn1 +1

®) -———2‘Ak, 4= Y4, B mZBk, B’ __2 B..

' k=2“1+1 k=] r)ﬂ1,+1
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Suivant le théoréme 4, de {1)—(3) on conelut aussitsi:
4) A'FA", BFB', A'+ A"FB + B".

Les ensembles 4’ et A" ainsi que B’ et B’ étant disjoints, on
déduit selon (4) du théoréme 11:

(5) A'FB.

Les formules (1), (3) et (6) prouvent que les ensembles 4,, 4,... 4,
et B, B,... By» remplissent 'hypothése du théoréme. Conformément
& notre supposition, on obtient done:

A, 7B, e g f d.
Corollaire 12'. A, 4,... A ainsi que B,, B,... By dlant des
ensembles disjoints, si
L 4,44, et B a4, pour 1<<k<<2,

an »
IL EA,,TZZBH

k==l k==
on a 4,d B;.
Théoréme 13. Si A7B e si A appartient & une classe den-
sembles K, qui remplii les conditions swivantes:

I lorsque Xe K et Ye K, on a X+ Ye K;
II. lorsque XeK et Y(C X, on a Yt K;
IIL. lorsque XeK et Y=X on a Ye K,

alors Pensemble B appartient & la classe K aussi. |
Démonstration. Soit, conformément & la définition 2,

(1) 4 =i‘4,,, B= SB;

k=1
une décompbsition des ensembles A et B en parties disjointes res-
pectivement congruentes. |
La condition II de I'hypothése du théordéme implique selon (1):

A,e K pour 1<CEkOn;
il en résulie suivant la condition III:
(2) | B.e K pour 1<kin. |
Comme la coﬁdition I peut étre étendue par une induction fa-
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cile au cas de somme d’un nombre fini quelconque d'ensembles, on
conelut en vertu de (1) et (2):

B: K ¢e. g. f. d

Théoreme 13’. Si A @B et si 4 appartient o une classe d'en-
sembles K, qui remplzt les conditions suivantes:

L lorsque X, & K pour tout n naturel, on aZX ¢ K;

n=1
IT. lorsque Xe K ¢t YC X, on a Y e Kj

111, lorsque Xe K et Y= X, on a Ye K
alors Uensemble B appartient & la classe K aussi.

Les deux théordmes précédents impliquent immédiatement les -
corollaires sulvants: |

A et B étant des ensembles sztues dans un espace euclidien o un
nombre fini quelconque de dimensions, on a:

Corollaire 14. Si 4 FBei A est non-dense), B est non-dense aussi.

Corollaire 14", Si AG B et A est de 1™ catégorie au sens ds Baire,
B est de 1" catégorie aussi.

Coroliaire 15. Si A7B et A est un ensemble mesurable an sens
de Peano-Jordan de mesure nulte, B est aussi un ensemble mesu-
rable an méme sens de mesure nulle.

Corollaire 15, S5i AG B et A est un .ensemble mesurable (L)
de mesure nulle, B est aussi un ensemble mesurable (L) de mesure nulle.

D'une fagon analogue on prouve que, 4 élani wun ensemble

| borné, si Af B, B est borné aussi.

§ 2. Les théorémes fondamentaux sur P’équivalence par dé-
composition fiuie.

Dans les raisonnements de ce § ainsi que du suivant nous con-
sidérons des ensembles de points situés dans un espace euclidien
4 un nombre fini arbitraire de dimensions.

') L'ensemble (de points) 4 est dit ensemble-frontisre, lorsqu'il ne con-
tient ancun point intérieur,

L'engemble A est dit non-dense, lorsque I'ensemble composé de tous les
points de A ainsi que de points d’accumulation de A est un ensemble-frontidre.

L’ensemble A4 est dit de 1 catégorie au sens de Baire, lorsquil est
une. somme d'une infinité dénombrable d’enaembles non-denses,
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A. T’espace enclidien 2 1 ou 2 dimensions.

Le plus important théoréme de ce § est le théordme 16, qui
établit une condition necéssaire pour qge deux ensembles de p:oints
linéaires ou plans mesurables (L) soient équivalents par déecompo-
sition finie.

Théoréme 16. 4 et B étant des ensembles lindaires on plans,
bornés, mesurables (L), si AFB, on o m(4) = m{B)1).

Démonstration D'aprds un théoréme de Banach *), on peut
attribuer & tout ensemble borné A, situé dans un espace euclidien

& 1 ou 2 dimensions, un nombre réel uon-négatif /(4) de fagon que
les conditions suivantes soient remplies:

L si A= B, on a f(4)=f(B);
IL. s AX B=0, on a_f(4+B)=f(4) +f(B);
IIL. si 4 est mesurable (L), on a f(4) = m(4).
Conformément & la définition 2, I'hypothése du théordme impli-
que lexistence des ensembles A4,, 4,... 4, et B,, B,... B,, qui
vérifient les formules:

(1) 4 :j‘Au B ;jBk;

k=1 k=]
(2) A,= B, pour 1 <Chk<n;
(3) 4, X 4;=0=B X B, pour 1 <k <<I<n.
En vertu de I et (2) on obtient:
4) S(4) =J(B,) pour 1Kk<Kn

La condition II peut étre étendue par une induction facile an
cas d'un nombre fini quelconque de sommandes disjoints. On peut
done conclure selon (1) et (3):

®) = Yy, 5B = FFB)

% | f 2% |

Les formules (4) et (D) donnent aussittt:
(6) f(4)=/(B).

1) m(4) désigne la mesure labesguienne de I'ensemble 4 (la mesure .
linéaire, si Pon envisage I'espace 4 1 dimension, la mesure superficiellse
au cas de 2 dimensions etc.). -

%) Sur le probléme de mesure, Fund. Math 1V, p. 30-31.

Fundamenta Mathematicae VI 17
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Suivant l’hypothése du théoréme on déduit enfin de III et (6):
m(Ad) = m(B) e. . f. d

Le théoréme précédent ne se préte pas 4 l'inversion. Cela ré-
sulte directement du corollaire 14: deux ensembles de points A et B,
dont Vun est non-dense et l'autre ne l'est pas, peuvent posséder la
méme mesure lebesguienne, bien quils ne soient pas équivalents
par décomposition finie. Toutefois cette inversion a lieu dans un
cas particuliérement simple, notamment dans le cas des polygones.
Pour sen convainere démontrons d’abord le suivant

Lemme 17. 4 étant un ensemble plan, qui n'est pas
ensemble-frontiére?), et B un ensemble-somme dun

pombre fini de segments, on a
ATA+B.
Démonstration Considérons deux cas.

(2) A X B=0.

Soit ¢ un cercle vérifiant la formule:

) ' CC A

I’ensemble B peut &tre évidemment décomposé en un nombre
fini 'de segments (qui ne sont pas necéssairement disjoints):

(2) B szkg

dont chacun est de longueur inférieure & celle du rayon de C.
Eunvisageons un segment arbitraire B, (1<Ck<Cn). Soit D; un

segment congruent & B, et situé sur un rayon du centre C, mais

ne contenant pas le centre du cercle. Choisissons un angle @ incom-

mesurable avec Pangle droit et désignons par D,y (pour tout z na-

turel) le segment quon obtient en faisant touner de Yangle n.ale

segment D, autour du centre du cercle (dans un sens fixe).
Posons:

@ E=j‘p,.,

n=() .

1) Cf. la note %), p. 256.
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(4) , | ijﬂu,
a1

(B) G=A4—E

Comme E (C C, on obtient aussitit selon (1) et (3)—(5) la dé-
composition suivante des ensembles 4 et 4 -+ B,:

(6) A-_—_G-}-F-{-DI,A-.Q-B,E:G—;—;E{—B‘.

On a évidemment:
(M G=G, F~FE D ,=B,,
car ' s'obtient de E par une rotation de Vangle a.

Enfin on déduit facilement de (3)—(5) ainsi que de la propriété
indiquée de l'angle @ (Iincommesurabilité avec 'angle droit) que les
formules (6) effectuent une décomposition des ensembles 4 et A+ B, en

des sous-ensembles disjoints. Conformément & (B), (7) et & la déf-
nition 2 on a done:

(8) - AfA+ B,

Le méme raisonnement étant valable pour tout segment B,
(1<h<Cn), on peut appliquer le théoréme 10. On obtient selon (2):
AFA+ B,

{b) Le cas général.

L’ensemble 4 — B évidemment n’est pas ensemble-frontitre.
Comme (4—B) X B=0, on conclut en vertu de (a): |

A—Bf(A—B)+B= A4+ B.
Cette formule et Iinclusion évidente:
A+BH)ADA—B
impliquent, suivant le corollaire 9, que
AFA+ B e g f. d

Gréce i une remarque die & M. Lindenbaum, on peut énoncer
un théoréme analogue au lemme précédent pour les ensembles liné-
aires, en rempla¢ant le terme ,segment® par ,point“.

Théoréme 19, Si les polygones A et B oni la méme aire, on a

AfB.

17*
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Démonstration Les polygones 4 et B sont, comme on sait,
équivalents par décomposition au sens de la Géométrie Elémentaire,
'est-i-dire on peut les décomposer en un nombre fini et égal de
poljgonés respectivement congruents sans points intérieunrs com-
muns. Solent 4, ;... 4, et By, By... B, les intérieurs de ces poly--
gones partiels; on a évidemment:

“» jsAnijiBy
k=1 k=1

| Comme les ensembles 4 —‘2‘4" ains; que B ——z'Bk s€ com-

. k=l k=1
posent d'un nombre fini de segments, on conclut en appliquant le

lemme précédent:

n

@) | jﬂk? Z‘Ak'{"(*‘i”’j‘{") =4 et de méme SBJ'B.

k=1 k=1 k=1 k=l
Suivant le théoréme 3, on obtient aussitdt de (1) et (2):
AFB e qfd

Les théorémes 17 et 19 impliquent directement le -
Corollaire 20. Pour que deux polygones soient équivalents par
décomposition finie, il faut et il suffit quils aient la méme aire.

B. L’espace euclidien & 3 (et plus) dimensions.

- Les raisonnements de cefte partie concernent l'espace & 3 di-
mensions, Pour étendre les résultats obtenus & l'espace & n>3
dimensions, il faudra considérer au lieu des sphéres les ensembles
de tous les points (x,Z,...x,), dont les coordonnées (réetilignes)
satisfont aux conditions: |

(r1—a,)? + (xs — )% (25— a5) = 0%, DC, K¢ pour 3 < hk<On,

a,, s, a3, 0, b et ¢ étant constants.
Pour établir le principal résultat de cet ouvrage — le théo-
réme 24, nous allons démontrer au préalable quelques lemmes.
Lemme 21. Toute sphére S contient deux sous-en-
sembles disjoints 4, et 4, tels que Pon ait:

SFA; et SFA,.
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* Démdnstration. Suivant le théoréme fimeux, connu soms le
nom . paradoxe de H ausdorff 1) on peut décomposer la surface
de la sphére S en quatre sous-ensembles disjoints: B, C", D' et E

.

vérifient les formules- .
' B=C4+U Bt

- Soit p le centre de la sphére S. Désignons par B, C. D ¢t
les ensembles-sommes de tous les rayons de la sphére S, le ceu'rs

p exclu, dont les points extérienrs appartiennent respectivement » J'.
C,D et E. ,

On obtient évidemment de cette fagon la décomposition de la
sphére S en cinq parties disjointes:

¥ 8=B+C+D+E+(p?),

assujetties aux conditions;

- (2) Bx=C+4 D,

(3) ' B (g D. .

En ce qui concerne l'ensemble £, nous n'en allons utiliser que
la propriété suivante, indiquée déja par M. Hausdorff:
(4) il exist’e un vrai sous-ensemble F de B+ C+D tel que E=F;

on peut s'en convaincre tacilement, en faisant tourmer convenable
ment la sphére S autour d’une de ses axes. ‘
De (2) et (3) obtient sans peine:
BFfB+C B+CFB+ €+ D,

d’od en vertu du théoréme 3

(5) "BFB+C+ D.
Posons: ’
(6) | A, =B+ E + (p);
les formules (1), () et (6) donnent, suivant le theoréme 4:
(1) | ST 4.
D’autre part, de (3) et (B) 1i résulte aussitét:
8) . CFB+C+D,

1) . Hausdorff, oﬁ. cit.,, p. 469.
) Le symbole (p) désigne Pensemble composé d'on senl élément p,
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CI DFB+ C+ Dy

en appliquant le corollaire 7, on déduit de (4) et (8) I'existence d'un
ensemble G, qui vérifie les formules:

1o - F7G, dot E7G;
- (11) GCCet GfC.
Soit, yconformémvent a (11):
12y | ge (' — G
posons encore: .
(13) 4y=D+ 6 +(g)

Les ensembles C et D étant disjoints, on déduit de (11) et (12)

que les ensembles D, @ et (¢) sont disjoints aussi. Or, les ensem-

bles (p) et () étant évidemment congruents on conclut selon (1),
(9), (10) et (13):

On obtient enfin facilement: ®
(15) -.A+ACSmAQ@4_O

Les formules (1), (14) et (15) prouvent que 4, et A4, sont des
ensembles cherchés. .

Lemme 22, S, et S, étant des sphéres congruentes,
on a | S, F8+5;.

Démonstration. Conformément au lemme précédent, soient
A, et 4, des ensembles assujettis aux conditions:

1) _ - S F4,, S; FAy;
@) A+ A, C8 b 4, X 4, =0
En vertu de-(1) et de Ihypothése du lemme on a
S Ay
le corollaire 7 implique done lexistence d'un ensemble B tel que
@) BC 4,
(4) | BFS, — ..
- Suivant le théordme 4, on conclut facilement de (1)—(4):
(5) 4, + BFS, + (5—8) = 8 + Sy

©) | 4, +BC 8, C 8+ 6.
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Les formules (D) et (6) donnent aussitit, en vertu du corollaire 4:

SiF8+ S, . q. f d.

Lemme 23. 5i lensemble borné 4, situé dans un
espace euclidien 243 dimensions. contient lasphére &,
on a AF8S.

Démonstration. 4 étant un ensemble horné, on peut le de-
composer manifestément en n sous-ensembles (mon nécesseirement
disjoints): |

(1) 4= 2 Bk“:
k=]
qui remplissent la condition:
(2) tout ensemble B,.1<Ck<n, est contenu dans une sphire S,
congruente i AS.
En vertu du lemme précédent, on a

TS84 S, pour 1<Chk<Cn, ‘

d’ot,, conformément au théordme 10,
(3) | S?S+;g&,
D'autre part, on obtient selon (1), (2) et Thypothise du lemme: -

4) SCACS+;S&
b=l
* En raison du eorrollaire 9, les formules (3) et (4) impliquent
diréctement: |
AFS e. q. f. d.
Le lemme démontré tout-h-Iheure nous permet d'établir déja le
Théoréme 24. Si deux ensembles arbitraires A & B, situés
" dams un espace euclidien & 3 dimensions, soni bornés et ne sond pas
ensembles-frontiéres, on a |
AF7B.
Démounstration. Soient 5, et S5, des sphéres contenues dans
A et B respectivement; on peut évidemment supposer que

1) S, = S,
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En vertu du lemme 23 on obtient:
) AT7S, et By S, -

Suiv

(1) et (2):

ant les théorémes 1 et 3, on coneclut immédiatement de

ATB c. q. £ d.

Ainsi on voit qulen particulier deux spheéres de rayons différents
sont équivalentes par décomposition finie, tandis que, comme nous
I'avons prouvé auparavant, deux cercles ne sont équivalents que
lorsque leurs rayons sont égaux. Cette différence essentielle entre
les espaces & 2 et & 3 dimensions est intimement lide an fait que
le probléme de la mesure trouve la solution positive dans le premier

cas et negative dans le second.

C. La surface de la sphére.

Le théoréme 81, qui est fondamental dans cette partie de nos
recherches, prouve que la surface de la sphére se comporte au point
de vue de Iéquivalence par décomposition finie .d’une fagon tout-
-4-fait analogue & Pespace & 3 dimensions.

Lemme 25. A et B étant desensembles, situéssurla
surface de la méme sphére, si 4 n'est pas ensemble-
4rontiére (par rapport & cette sphére) et B est com-
posé des ares des grands cercles en nombre fini on a

| AF4A + B.

La démonstration en est tout-a-fait analogue & celle du lemme 17.

Lemme 26. Siles polygones sphériques 4 et B, si-
tués sur la surface de la méme sphére, ont les aires

égales, on a A7B. |
La démonstration se base sur le lemme précédent et ne differe

- pas de celle du théoréme 19; on utilise le théoréme connu, suivant

lequel deux polygones sphériques, situés sur la surface de la méme
sphere et possédant les aires égales, sont équivalents par décom-
position au sens de la Géométrie Elémentaire ).

- Lemme 27. Toute surface S dune sphére peut étre

1) ftervien, Zerschneidung jeder belicbigen Menge von verschieden gestai—
teter Figuren vom gleichem Inhalt auf der Kugelfiiche in dieselben Stiicke,
Crelles Journal V, 1883. .
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décomposéeen deuxsous-ensembles disjoints 4, et d,,
tels que Pon ait: SF4, et SF4,.

Démounstration En raisonnast comme dans la démonstration
du lemme 21, on prouve I'existence des ensembles 4; e Ay véri-

. fiant les formules:

(1) SFAy, SFAy;
(2) ‘ Ai+A4, C S et 4; X 4, =0.
Posouns: '
(3) | | 4, = 8— 4y;
de (2) et (3) on obtient sans peine:
@  S=4,4+4,, 4, X 4, =0
® S 4, D A4,

En vertu.de (1) et (5) on conelut encore, en appliquant le co-

" rollaire 9:

(6) STA, et STA,

Les formules (4) et (6) prouvent que A, el 4, sont des ensem-

bles cherchés.

A laide du corollaire 6, ce lemme se généralise par une indue-
tion facile de la fagon suivante:

Lemme 28. n étaunt un nombre naturel arbitraire,
toute surface S dune sphére peutétredécomposéeen
n sous-ensembles disjoints: 4,, 4,... 4, tels que lon
ait: SFA, pour 1k

Lemme 29. » étant un nombre naturelarbitraire,si
la surface S dune sphére est décomposée en 2* poly-
gonés sphériques congruents sans points intérieurs
communs: By, B;... Bs, on a S7B,.

Démonstration. Posons:
: . =1

(1) B,=B,, Bj=B,— }'B, pour 2<{k <2
1=]
on obtient évidemment une décomposition de S en 2* sous-ensem-

bles disjoints:

@ S :ZB;.

k=1 .

Comme tout ensemble B;(1<Ck<C2") contient des points inté-

 rieurs (par rapport & la surface S) et I'ensemble B, — B, se com-

pose d'un nombre fini des ares des grands ecercles (pouvant se
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réduira A un s2ul point), on conelut suivant le lemme 25:
(3) B ?B; + (Be— B,) = B..

(B
Il en résulte aussitdt en vertn de 'hypothése du théoréme:

| (4) B.FB, pour 1<Th<<2"

Soit d’autre part, conformément au lemme 28,

) | S=2‘A,, |
. ko=l
une décomposition de la sphére S en des sous-ensembles disjoints

tels que |
(6) SFA,, done aussi 4, F4, pour 1<k n

Selon (2) et (4)—(6) les ensembles 4, Ay... Ay et By, By... By
remplissent toutes les conditions du corollaire 12; on obtient done:

(0 4y f By,
Les formules (1), (6) et (7) impliquent aussitdt que
S5 B, c. q. £ d.

Lemme 30. Si lensemble 4, situé sur la surface
S d'une sphere, n'est pas ensemble-frontiére (parrap-

port & cette sphére) on a ATFS.
Démonstration On prouve aisément que l'ensemble A con-

. : . 47 0? .
tient un polygone sphe. jue 4, dont Vaire est 2: , @ désingnant

la longueur du rayon et » étant un nombre naturel suffisamment

grand.
Décomposons S en 2 polygones congruents sans points inté-

_rieurs communs:
97!
S = Bku
: g N

Suivant le lemme précécient, on obtient:
&  STB:

Les polygones sphériques 4, et B, ayant la méme aire, on ¢on-
clut en appliquant le lemme 26: |
: (2) : A, f= B,.

De (1) et (2) il résulte aussitdt:

® o - STA,.
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On a d’autre part:

(4) SDAD 4,
Les formules (3) et (4) donnent conformément au ecorollaire 9:
A58 e. g f. d.

Le lemme 30 établi, la démonstration du théoréme fondamen-

| tal 31 est évidente.

Théoréme 31. Si les ensembles de points A et B, situés sur la

surface de lo méme sphére, ne sont pas ensembles-frontitres (par rap-
port a cette surface), on a
AfB.

§ 3. Les théorémes fondamentaux sur ’équivalence par dé-
composition denombrable.

Les raissonnements de ce § concernent les espaces euclidiens
& un nombre arbitraire » de dimensions; mais pour fixer les idées
nous allons opérer dans l'espace & n==1 ou n=—2 dimensions.

Lemme 32. 4,,4,... 4,... étant des intervalles & n
dimensions?), disjoints, congruents & un intervalle 4,

on a . A ’Z’iZA,,.
Démonstration. Considérons le cas de » =1 dimension.
Comme l'a indiqué M. Hausdorff?) (en ufilisant une idée
M. Vitali) on peut décomposer tout segment en une infinité dé-

nombrable de sous-ensembles disjoints équlvalents par décomposition
finie denx 3 deux. Soient;

(1) A :S‘Bh

k=]

(2) A, =2B,,,,,‘ pour tout s natarel

k=l

1) L'ensemble de points est dit intervalle & #n dimensions, g'll s& com-
pose de tous les points (x,, z,... Z) assujettis z‘a, la condition: a< &< b pour
1<Chk<On, a et b étaut constanis.

1) F Hausdorf{f, op. cit, p. 401. Strictement dit, M. Hausdorff décom-
pose non le segment tout entier, mais le segment sans une extrémité, Mais cet
inconvénient, que l'on peut d’ailleurs éviter, n'a qu'une influence insignifiante sur

les raisonnements gui vont suivre.
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les décbmpositions correspondantes des segments A, 4,... A,... Tous
ces segments étant congruents, on peut évidemment supposer que

B,= B, , pour tous k et m naturels,
d’ou - |
(3) B, 7 B.,. pour tous k, { et m npaturels.

- On conclut de (2): |
@ Su-3 3.
m=1 m=] k=l

'Comme toute série-double peut étre transformée par la méthode
des diagonales en une série simple, les formules (1) et (4) fournis-

sent une décomposition des ensembles 4 et SA,,, en une infinité
m=1

dénombrable de parties disjointes, qui sont selon (3) respectivement
équivalentes par décomposition finie. En vertu du théoréme 4’ on |

Aﬁj’Am,'

m==1

-en déduit que

ce qui prouve le théoréme pour le cas d’espace linéaire.

Pour en passer au cas de lespace & n dimensions, n>1, il
suffit de remplacer les points de‘tout segment décomposé par les
intervalles & » — 1 dimensions perpendiculaires & lui.

Lemme 33. 4;, 4,... 4,... étant des intervalles a n
dimensions, disjoints, congruents deux & deux, et &
désignant lespace ndimensionnel tout entier, on a

5i 4,
m=1

Démonstration. Considerons le cas de n=2.
Le plan E peut étre facilement déecomposé en une infinite dé-
nombrable de carrés (non necéssairement disjoints):

(1) | | E#‘S'Bm

tels que

@ A,= B, pour tout m naturel.
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Posons

m—]

(3) ¢,=B8B, C,=B, -—-ZBk pour tout m > 2.

k]

Selon (1) et (3) on ohtient sans peine:

(4) E :':2(—»:@?
ma=l
(D) B, ), pour tout m naturel,

Les formules (2) et (5} impliquent évidemment l'existence des

| ensembles D), D,... D,..: vérifiant les formules:

(6) Cm = I)‘w’

(1) A, D, pour tout m naturel.

Les ensembles C,, C,... C,... ainsi que Dy, D,... D,... étant
disjoints, on conclut de (4) et (6) conformément i la définition 2':

o

8 o Eq }'D..

m=1
De (7) on déduit encore:

9) | E]jA,, 35‘1),,,.

me=] men]

En vertu du corollaire 97, les formules (8) et (9) donnent
aussitot: | |

Ea >4, - cgqfd
m=] ‘
Lemme 34 Si lensemble 4, situé dans l'espace E
hn dimensions, n'est pas ensemblefrontidre, ona 4A3E.
Démonstration. Supposons comme auparavant que n==2.
L’ensemble 4 contient évidemment un carré 4’. Soient 4,, 4,...
A,... des carrés disjoints, congruents & A4’ et situés dans le méme
plan E; l'existence de tels carrés dans le plan est manifeste.
On obtient immeédiatement, en appliguant les deux lemmes

précédents: _ o
| 4G4t BT YA,

m=1 el
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d’ot, en vertu du théoréme 3,
A4 E.
Comme en méme temps
EDOADA,
on conclut, conformément au corollaire 9':
Ad Ll e. ¢. f. &
Le lemme 34 établi on en déduit immédiatement le théoréme

fondamental de ce §, notamment le
Théordme 351). Si les ensembles A ¢t B, sttués dans un espace

" euclidien & un nombre quelcongue de dimensions, ne Sont pas ensem-
bles fronticres, on a |

AdB.

Nous allons & présent généraliser la notion d’équivalence par
décomposition dénombrable, en introduisant la définition sulvante:
~ Définition 3. Les ensembles de points A el B sont presque
équivalents par décompasiiion" dénombrable:

4p B,
il existe des ensembles A,. A,, By & B, remplissant les conditions
suivantes:
1. A=A4,+ 4,, B=B, + By, 4, W Ay = 0= B, XBy;

II. 4, aBy;

III. A, et B, sont mesurables (L)?) et m{d;) = m(By) = 0.

La relation définie tout-d-Fheure est évidemment reflexive et
symétrique; nous allons prouver qu'elle est aussi fransitive.

Théortme 36. Si ApB e BpC,ona ApC.

Démonstration. Soient: ~

(1) A= 4, + 4, B= B, + B,,
@ B=B+ By C=0 + G,
les déeompositions des ensembles 4 et B, resp. B et C, satisfaisant
aux -conditions de la définition 3. '
1) Un cas particulicr do ce théoréme a été signalé par M. Sie-rpiﬁski

(L'azrome du choix et son role dans la Théorie des Hnsembles et ' Analyse. .

Bull, Ac, Sc, Cracovie 1918, p. 142).
1) Dans les raisonnements qui vont suivre nous supposons la notion de me-
sure étendue aux ensembles non-bornds..Cf. F. Hausd orff, op. cit,, p. 416.
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De (1) et (2) résulbent aussitdt les formules smivantes:
B, = B, X Bi+ By X By Bi=B; X B, + B X By;

comme A, @B, et B;al,, on en eonclut en raison du corollaire
6 que les ensembles 4, et C, peuvent étre décomposés en parties
disjointes:

(8) Ale"*‘As; (:«'1=C'+-C,

de sorte que Pon ait: ,

4) A'3B; X B, CaB; X By,

(6) A; @B, X B, CyaB; X B,
Posons: |

(6) A =4, + As, =0+ Cs;

on obtient selon (1)—(3) et (6):

() A— A+ 4" C=C +C"

et on peut s'en convainere facilement que les ensembles A et 4"
ainsi que C' et C sont disjoints.

De (4) on déduit encore:
(8) o 43C.

On peut enfin prouver que les ‘ensembles 4" et C” sont de
mesure nulle. On a, en effet, conformement aux propriétés des dé-
.compositions (1) et (2):

(9) m (4y) = m(By) = m(B3) = m(C) =0
comme B, X Ba(C Bi et By X B, By, il en résulte que
(10) m (B, X By =m(B; X B;)=0.
En appliquant le corollaire 157, on conclut _selon () et (10):
(11) m(4;) =m(C;) =0,
et de (6), (9) et (11) on obtient finalement:
12 m(A")=m(C")=0.
Suivant Ia définition 3, les formules (6), (8) et (12) impliquent que.
| - ApC e. gq. f. d.

Le théoréme fondamental sur I'équivalence dénombrable entraine

manifestément la conséquence suivante:
Si les ensembles A et B, situés dans un espace
euclidien ne sont pas ensembles-frontidres, ona ApB.
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‘Nous nous proposons de donner dans le théoréme 41 une géné-
ralisation de cette proposition.

Lemme 37. 4 et B étant des ensembles, situés dans
un espace euclidien & #» dimensions, 51 4 est mesu-
rable (L), B est un ensemble ouvert et m(4)=m(B)
alors & tout nombre réel positif 6 correspondent
deux ensembles fermés 4, et B, tels que lon ait:

1 A,C 4 et B,CB,IL A4, FB,, 1L m(4,)=m(B;)>m(4)—d.

Démonstration Soit n==2.

Suivant un théoréme connu dans la Théorie de la Mesure, il
existe certainement un ensemble fermé borné 4’ vérifiant les for-
mules-

(1) A A et m(d) > m(d) > m(d) — 6

Comme m(4') < m(B), on peut prouver lexistence des carrés:
Cy Cy... €, et D, D,... D,, qui satisfont aux conditions suivantes

' (Ci et D; désignant les intérieurs des carrés C, et D, respectivement):

(2) les ensembles Ci, (... C, ainsi que D;, Dj... I, sont disjoints;

- (3) C,= D, (dou O = D) pour- 1 <k << m;
@) 4C Y G et thc B.
k=1 k=1

De (1), (2) et (3) résulte Pexistonce d’un ensemble fermé 4, fel' :
que l'on ait:

{5 A, C A C A4,
(8 m(d;) > m(d) — o,
) 4, CZC;, done 4, =2'(A, X CL).

Soient, conformément & (3) et (7), By, E,... E, des ensembles
jouissant de propriétés suivantes: |

(8) E.=4, X G pour 1< k <m,
(9 | E.C D, pour 1<Ck<m;
- posons:

(10) | B, =2Ek |
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Selou (4), (9) et (10) on a évidemment:
(11) B, C B;
en vertu de (2), (7), (9) et (10) on obtient:

‘ (12) 4, 7B,

Enfin, les c?nsembles Ay X, 4, X Gi.. 4, X C., étant fermés
(comme produits des ensembles fermés: 4, X ([=_1, X (y), on
conclut suivant (5) et (10) que les ensembles K}, E,... K, et B,
sont fermés aussi et que I'on a

(1) o m(d,) = m(B,)

Les formules (), (6) et (11)—(13) prouvent que 4, et B, sont
des ensembles eherchés.

Lemme 38. 4 et B étant des ensemhbles de points,
situés dans un espace euclidien, si 4 est mesurable
(L), B est ouvert et m(4d,=m(B). on a ApB.

Démonstration. Nous allons définir par reeurrence deux
suites infinies des ensembles {4,} et {B,} de la fagon suivante:

L A, et B, sont des ensembles fermés, contenns dans 4 et B
respectivement et remplissant les conditions:

(1) 4, I‘Blf
@ m(4,) = m(By) >3 m(4).

JI. n- étant un nombre naturel arbltrmre A, et B~+1 sont

des ensembles. fermds, contenus dans A — YA et B -—ZB et

k=31
vérifiant les formules:

(3) ' A»-H? n-13
€3] m(d, ) =m(B.,) = =3 m(A ——Z'A ) |

k=1

En se basant sur le lemme 36 on prouve par une induetion

 facile Pexistence de tous les termes’ des suites {4,} et {B.)}. Clest

en effet évident pour s = 1; et si les ensembles 4,, 4,... 4, et
Bl, B,... B, existent, on obtient sans peme suwant (2) et (4):

). -.-ZA est mesurable (L), WZB est ouvert;

k=1 k=1

Fundamenta Mathematicas VI 18
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#

(6) (4 — Y a)=m(s ~3B).
k=1 k=1

En vertu du lemme mentionné, les conditions (5) et (6) impli-
quent aussitdt l'existence des ensembles fermés 4, et B, vérl-
fiant (3) et (4). |

11 résulte immédiatement de la définition des ensembles 4,, 4,... 4,
ainsi que B,, B,... B, qu'ils sont tous fermés, disjoints et contenus
dans 4 et B respectivement. '

On peut done conclure:

lim m(4,) = lim m(B,)=0,

1D L PN ]

d’olt en raison de (4) et (6)

| ~ — Y a)=lim w(B— ¥'B)=0
(D) hm m(A ‘Ak lim m(B ZB,‘ - 0. |

e k=l e k=1
Posons:
(8) 4= Y4, 4" =A4— 4
k=1 '
(9) B _—_ZB,‘, B'=—B— B

kel
On a évidemment:

(10) A"—:A'—{-—A,” B_______BI +BII, A’XA":B’XB":O.
De (7), (8) et (9) on déduit directement:
- m(4’) =m(4), m(B") =m(B),

d'ot _.
an  m(d)=m(B")=0.

En vertu de (4). (8) et (9) on obtient enfin, en appliquant le
théoréme 4': ] |
(12) A'aB.

Conformément & la définition 3, les formules (10)—(12) donnent
aussitot: '

ApyB c. q. f.d

Lemme 39. Si 'ensemble borné 4, situé dans les-

paceeuclidien E est mesurable (Lyetalamesure posi-

tive, il existe dans le méme espace un ensemble C de



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur la décomposition des ensembles 275

mesure nulle tel que l'on ait:
4+ CaE.

Démonstration. Comme mi/4)> 0, il existe évidemment un
ensemble ouvert borné B dont la mesure est égale & celle de A.
Conformément au lemme précédent, on peut conclure:

ApE.
Soient dome 4,, 4,, B, et B, des ensembles remplissant les
conditions de la définition 3. On a:

(1) d=4,+ 4y, B=DB + By, 4, X 43=25, X B,=0;

(2) - 4, aB,,
(3) m(Ag) = m(B,) = (.
Soient encore C et D des ensembles bornés vérifiant les formules:
(4) C=B, et D= 4,,
() (C+ D) X{d+B)=0;

les ensembles A et B étant bornés, l'existence des ensembles (et D

est évidente.

En vertu de (1). (2), (4) et (5) on obtient facilement, en appli-
quant le théordme 4':

(6) A4+ C=4,+4,+CdB +B,+D=B+D.
L'ensemble B - D n’étant pas ensemble-frontire, on déduit du
lemme 34:
(1) B+ DJE.
Les formules (6) et (7) donnent aussitdt en raison du théoréme 3':
4+ Cak.

Comme de plus l'ensemble C est, suivant (3) et (4), de mesare
nulle, le lemme 39 est complétement démontré.

Lemme 40. Si I'ensemble 4, situé dans Pespace eu-
clidien E, a la mesure lebesguienne intérieure posi-
tive (finie ou non), on a ApE.

Démonstration. L'ensemble 4 contient évidemment un

" sous-ensemble- borné A’ mesurable (L) de mesure positive. Soit C
- Pepsemble de mesure nulle remplissant par rapport & A" les con-

18%
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ditions du lemme 39; on a done:
(a | A+ Cak
(2) m(C) = (.

Comme

A+ 0C A4+ CCUEL,
on conclut de (1), en vertu du corollairé 9’, que
A+ CqL.

1l en résulte suivant le corolluire 6" que l'espace E peut étre

décomposé en deux ensemble’s disjoints:

(3) E=FE + E
tels que _.
4) Erdd, E,aC—A.
De (2) et (4) on déduit facilement, en appliquant le corollaire 15

(B) m(LEy) = 0.

- Posons: ‘
(6) A, =A4, 4, =0,
d’olt
() A=A, + 4,

Les formules (3) et (7) nous fournissent une déeomposition des
ensembles A4 et K, dont on prouve immédiatement en vertu de
(4)—(6) qu'elle satisfait aux conditions de la définition 3. On a done

ApE e. q. f. d.

Le théoréme 36 et le lemme démontré tout-i-Iheure impliquent
aussitdt le suivant | ,

Théoréme 41. Si les ensembles A et B, situés dans un espace
euclidien & un nombre quelconque de dimensions, ont les mesures lebes-
guiennes intérieures positives (finies ou non), on a

ApB.
Il est & remarquer que dans les décompositions fournies par
les théorémes fondamentaux de cet ouvrage se présentent necés-
sairement des ensembles non-mesurables (L). On voit en effet que

deux ensembles ne sont équivalents par décomposition (finie ou:
dénombrable) en ensembles mesurables (L) qu'a la condition qu'ils
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aient la méme mesure. En ce qui concernent les ensembles pres-
gque équivalents, on a le suivant

Théoréme 42, Pour que deux ensembles de points sztue’s dans
un espace euclidien & un nombre quelconque de dimensions, soient
presque équivalents par décomposition dénombrable en ensembles me-
surables (L) (ou mime fermés), it faut et il suffit, qw'ils aient la
méme mesure ).

On déduit ce théoréme facilement du lemme 38 et du thé-
oréme 36, en analysant leurs démonstrations.

1) Dans le méme ordre d'idées on peut établir le théoréme smivant:

A et B étant des ensembles, situés dans un espace euclidien & un nombore
quelconque de dimensions, si A est mesurable (L), B est ouvert et m(4)<
< m(B), Vensemble A est équivalent & un sous-ensemble de B par décomposi-
tion dénombrable en ensembles mesurables (L),






