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Sur une propriété des ensembles F,,. 1
Par
W. Sierpifski (Varsovie).

Ou appelle, dapees Mo Huousdovrffy, Fyy les ensembles qui sout
produits (dénombrables) de sommes (dénombrables) d'ensembles for
més, M. Horel w uppelé ensemble Limite complel d'une suite (dénom-
brabley d'ensemble &, (nas=l, 2.,..) Vensemble des points qui appur-
tisunent i uue infinité de B, (M. de la Vallée Poussin appelle
col eonsemble |a plus grande limile de [, et le désigne pur lim /).
Le hut de cette Note est de démnontrer le suivant

Théordme: Pour qu'un enxemble de points (d'un espace euclidien
W om dimensions) aoit un By, il faut et il suffil qu'il soit la plus
grande limite d'une suite d'engembles fermés.

Démunuteation La condition est suffisante: cela résulte im-
médinternent de la formule connue

lim B, o (Bt oyt iy b ) Sy By o) (B ).

Il nous veste done b démontrer que la condition de uotre théorsme
ent néoosanire. Pour le prouver nous démontrerons d'abord le lemme
suivunt coneornunt les ensombles /7, (o b d. les sommes dénombra-
hles d'ensembles ferniés),

Lemme. Tow envemble 1 qui est wn [, est une somme dune
suite finde o dénombrable f'ensenbles fermds B == F, FR+R+
oit toul puint de 15 appartient & dene au phts d'ensembles Jy.

Soit 7 un ensemble &, donné: nous avons done Flwm=®,+ @yt
4 @g gy uli fljn(ﬂ%@%.i- Ea ) wont d% @nmmm% fermés. Posons
nga‘% o wg Aoy o Qjﬂ (vnﬁﬁ%@h%s"‘)s &Q%Q ot [Jfy== N, - Snml (9'7'W1‘ Q"“):
lo snsembles N, seront fermds et parsuite les ensembles K, seront
des [, e'estirdire duos différences de deux enasembles fermés, et
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nous anrons une décomposition de Vensemble % en une somme
(finie ou dénombrable) d’ensembles F, disjoints, |

E"—-"Rl"“'Rz’f‘Es + .03

il suffira donc démontrer notre lemme pour les ensembles .

Soit done E un ensemble <, donné: nous pouvons done poser
E—=A—B, oi A et B sont des ensembles fermés. Désignons (pour
tout point p de A) par ¢(p) la distance du point p & l'ensemble B:
nous aurons évidemment g(p)>'0 pour tout point p de H. Or, dé-
signons, pour tout nombre n naturel donné, par F, I'ensemble de
tous les points p de A, tels que

1 1

;;Q.Q(P)Qn_u_l

1).

" Les ensembles F,(n=1,2,...) sont évidemment fermés (ou vides)

et nous aurons B=F, + Ky + Fy+ ...; or, on voit sans peine ue

~les ensembles ¥, et F,, od m < n, ne peuvent avoir des points
communs que dans le cas olt n=m 3 1%). Noire lemme est ainsi

démontré..

Soit maintenant E un ensemble F,; donné. Nous pouvons done

poser |

(1) | EmHl-HaHﬂ-“a

on H,(n=1,2....) sont des ‘ensembles F,, et on peut encore sup-
poser que - ‘

@ CHDHDHD ..,

(pﬁisque le produit d'un nombre fini des ensembles F, est un F,).
Les ensembles F, étant des F,, nous pouvons poser. d'apréw

notre Jemme: |

(3)  H=F+F+F+.,

or F* sont des ensembles fermés (ou vides), tels que tout point de

H, appartient & deux au plus d'ensembles Fi(k=1,2,,.).

1) Pour m==1 cette inégalité signifie le méme yue ;lrgp(p).

%) On en déduit sans p‘ei_né que tout ensemble F, est une wommo do deux
ensembles dont chacun est une somme d'une infinité dénombrable d'ensomblen
fermée disjoints, ' ' ‘
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Soit

: (4) . ' (% ) ky), ‘("2’ k), (”33 keg),. .«

une suite infinie formée de tous les systémes diﬂ'érent‘s de deux

" indices naturels (n, k). Posons

() B=F (i=1,23,.)
je dis que o
(6) I =TmE,.

Soit p un point qui n'appartient pas i l'ensemble E. D’apres (1),
il existe un indice m, tel que pnon eH,,, done, d’aprés (2), pnon eH.,
pour n > m, et, d'aprés (3): pnon ek’ pour nzm k=1,2,3,...
Or, d’aprés la propriété de la décomposition (3), pour # donné, la
la formule peF* ne peut subsister que pour deux au plus indices
% différent. Il en résulte que la formule pef; subsiste pour 2(m—1)
au plus systémes différents de deux indices naturels (n, k). Done,
daprés (B) (les systémes de lu suite (4) étant tous différents) p
w'appartient qua un nombre fini (ou nul) d’ensembles (), et par-
suite pnonelim B, Nous avons donc démontré que la formule,

pnon e E entraine la formule pnon elim E;, d’ot régﬁlte que

10 T ECE

Or, soit p up point de E. D’aprés (1), nous avons peH, pour
n=1,2,...; daprés (3), il existe done pour tout n naturel un in-
dice k, tel que pek';. 1l en résalte que p appartient & unme infinité
d’ensembles (5): donc p appartient & Tensemble lim E,. Par conséquent

(8) o | ECTHmE,.

Les formules () et (8) donuent la formule (6), ¢ q. f. d. Notre
théoréme est ainsi démontre. |

-

Il résulte de notre théoréme et du théoréme de M. Mazur-
kiewicz sur linvariance topologique des ensembles F,41) que le
plus grandes limites des suites d'ensembles fermds sont des invariants
topologiques. Il serait intéressant de trouver une démonstration directe
de cette proposition, ce qui me semble d'ailleurs assez difficile.

k]

‘) Fund. Math. 11, p. 104: aussi: ce volume, p. 29,






