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Sur une définition topologique des ensembles F,

l),a,‘ ’ ‘

~W. Sierpinski (Varsovie),

Daprés la notation de M. Hausdorff les ensembles F, sont les
/p:nod:uits dénombrables de sommes dénombrables d’ensembles fermdés
Cette "définition fait appel, en général, aux points étrangers & l'en-
semble qu'on définit. Or, M. Mazurkiewicz a prouvé en 1920 1)
que tout ensemble homéomorphe d'um F, est un #',;. L propridté
d'étre un F; est donc un invariant topologique et elle ne dépend
que - des propriétés de seuls points de l'ensemble considéré. Une
analyse détaillée de la démonstration de M, Mazurkiowicz m'a
conduit & caractériser les /i, par. des propriélés de seuls points
de ces ensembles. . 7 :

- Théoreme: Pour qu'un énsemble K (séfué dans wn espace & m
dimensions) soit un F, aae 4l Jaut et il suffit gilon puiss. fawe corves-
pondre & tout systéme /mz de nombres natwrels (ny.ny, ..., 1) i 8013
ensemble K, ... g de L, Jerme dans I ), de sorte que les quabre
vonditions sulvantes svient vérifides: - |

(1) - E=F + k, + Eﬂ T
Oy ' I ~ . 2
(2) o Eﬁ,,ng.--.,)ﬁk - bm, IR 1‘"I:"1 = -1-'"1, a Mg n 3
_ nw!r'l
H ’ ] .
(:‘)) . '[yﬁlc Mutjreny Nk C Eﬂﬂ Mmooy Uk 0 'l""*"] .

1) Fund. Math t. 11, p, 104=111.

%) Un ensemble M CE est dit farmé dang K, i toat point do qul emt
point d'accumalation de M, appartiont & M, (

%) On doit comp::anrhe par 1?;,5,,,,.,",,_,,,,“_],0 I'ensemble vide,
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(4) 80 By, Hgy Ry, est owie suibe infinie de nombres udburels. et
po(h=1,2,...) une suite infinie de points de K. tels que p.ek, ... ..

R [ : Y '/ 3 iy . )
pm(g k=1,2...., les points p(k=1,2,...) convergent vers wun point
de 0.

Démonstration, bolt E ul enaemble F_, douné. Nous avons
done

() E=28§45G,...,

ot S, (n=1.2....) sont des engéembles I,. Done nous pouvons poser
6 | Si=F +F, +F+...,

ow Fy(m==1,2....) sont des ensembles fermdés, et

() F,C Fop. (1=1,2,8...)

Nous définirons maintenuant par induction les ensembles formeés
E 'y nyyn, COMING il soit.
Soit 4 un nombre naturel donnd¢ > 1, et supposons que nous
. . R . ' N .
avons déjd défini tous les ensembles F, . .. . Soit (7, 7y, 1y_y)
un syqtéme donné quelconque de k—1 nombres naturels. Liensem-
ble F P - est un F, (comme différence de deunx

Hyger 7"R -]

ensembles formés), done son produit par Pensemble S, est aussi un

I, (comme produit de Jeux F), et nous pouvons poser:

B s Faopord = 0+ B 04

od @,(n=1,2,...) sont des enscmmbles fermés, dont on peut encore
supposer que lE‘Lll‘b dmmé‘ur es 6(®,) satisfont A Vinégalité

(") o | . d(fb,,)(”k, pour n=12,...

i, dtant un nombre naturel donné queleconque, nous définirons l'en-

semble F, .. ., |, DT la formule:

(1‘) o o =01+ Dy +.. +d),,h.
(10) et ( 8) résulte que

:;, (e "k C ( oy ]'vr,,m. LT "kt]""T"
done aussi

N ) ~- al s ' )
(] ]) p”“”., "k‘ "*.:] (~ (ﬁ"||001 ”k‘ "-"— l‘"]uvvl n’:'—-”"’f”l)'
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Or, d'aprés (10):

(12) : (an...., w Fm,..., Np_nq nk——l) C mﬂk'
Les formules (11), (12) et (9) donnent:
. 1
(13) [S(Fn;. ..,'nk_H) “~ E "
Posons o
(14) Em.---, ne == E'an..., "k:

" oe seront des ensembles fermés dans K, et, d’aprés (6) et (D), nous

aurons la formule (1), d'aprés (), (8) et (10) la formule (2), em‘ﬁn,
daprés (10): Fo . n C Foupopegomery €@ qui donne la formule (3).
Or, 80t 9, ,%y,7y,... une suite infinie de nombres naturels et py, P,
py,... une suite infinie de points de K, telle que p,elf, ..., poOUr

k==1,2,... D'aprés (14) nous avons done

(15) Pt P pnny, pour k=12,

Les ensembles fermés F,,‘,,,W_.’,,k(k:1,'2,...) sont domc tous non
vides. Or, d'aprés (11), ils forment un suite déeroissante: daprés

Cantor, il existe donc un point p, tel que
(16) peF, . e, DOWr k=1,2,..

D'aprés (10) et (8), nous avons F, . . (C S, done, dapréds (16),
peS,, pour k=12,..., ce qui prouve, d'aprés (D), que peZ.

Or, de (15), (16) et (13) résulte que @(pijs,p) < 1/k, pour
k=1,2,3,..., ce qui prouve que lim p, =yp. Nous avons ainsi v¢-

ks 00
rifi¢ la propriété -(4). |
Les conditions de notre théoréme sont aingl nécessaires,

Soit maintenent B un ensemble donné, satisfaisant anx condi-
tions de mnotre théordme. Posons

o |
= 2' =
(1 7) ‘ R“l’ Rgperey My — E"U"'l W - Eﬂlmn’ "le' 'l.",'“(l b

tem |

oi M désigne l'ensemble M - M’." Les ensembles (17) seront dvi-
demment des F,. Posons .

(18) Sk = ER"“ Wggorep 1y 2
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la sommation s'é¢tendant & tous les systdmes de & nombres naturels
(144 g5 -, 1) Lies ensembles S, (k=1,2,...) seront encore des F,

~ (comme sommes d'infinités dénombrables des F.) et parsuite 'ensemble

(19) | H=5,8,5;...

sera un Fy,. Nous proveruns que K= H.

k étant un nombre naturel donné, ordonnons tous les systémes
(4 Mgy e ey M) de &k nombres naturels d'aprés la méthode de pre-
wmiéres différences: nous obtiendrons ainsi une suite transfinie C,
(du type ).

Soit p un point douné de l'ensemble £.

D'aprés (1) et (2) nous trouvous sans peine

(2(,)) =3k

nfy gy reey g N

la sommation s'étendant i tous les systémes de & nombres naturels
(Togy My ..oy ). SD0it (724, 7y,...,7) lo pemier systéme de la suite C,,
tel que pel, ... (un tel systéme existe, d'aprés (20) et pe E).
Nous avons done

P O E Ly, ey myy POUT (P vy ) =L (g5 0oy ),

ce qui entraine, p étant un point de E et Iensemble K, ., ., étant

fermé dans I

P NoN e’ff’,,,v g pour (g ..., my) =< (..., ),

n,lﬂkfr
Aol vésulte sans peine, d'aprés (17) et pefy, o, ny

pER,

Hyy Thiyoesy ”k, .
done, d'aprés (18), peS,. Nous avons done démontré que lhypo-
thése peS donne peS,, pour k=1,2,...0 il en résulte, d'aprés (19),
que : -
en EC H.

Observons maintenant que nous avons toujours
(22)  Bu, mgg g+ Ly, = 00 POUE (g < vvey M) T (B oy M-
En effet, supposons que
. (Mg Mgee ooy M) =3 (Byy Mooy W)t
goit 4 le premier ihdice, tel que , == m,: nous aurons done

ml — 17,.', '""2 —_— N’ ger y ’nh__l _— 7‘,,,_._1 ?‘ ’m,,, <_ n,, — 1’
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d'ot, d'aprés (2) et (3):
E”‘lu'-s ';J.lk C E’”h'f" "y C E"i""’ a1’ "h"'_1 !

donc sussi
m;, oty C Lnu T

“ce qui donne, daprés (17) (h étant < k):

a - —
bml,..., my R 07

Tigyeasy 7lk

done aussi R....; B, =0 (puisque, d’aprés (17): R,,,“..,,-.,.,,C‘E'ml,..., ng)*

k Nl,-u, )k

‘La formule (22) est ainsi établie.

Or, d’aprés ((17) nous avons
k-1

- JE
'Jﬂh ) ﬂ'__l, ns"“l 7

Jw-]

B, = ki,

.y "k’ "1"‘[‘1 veep Nk, "k+1

ce qui donne sans peine, d'aprés (17) et (2):
(23) “ ’RJH-..-; ﬂk, nk+] C Iinu.-., nk'
Svit maintenant ¢ un point de Vensemble (19). Nous avons done,

d’aprés (19), geS, pour k=1, 2,..., ef, d’aprés (18), il existe pour
tout indice k& un systéme (nf,#5%,..., %), tel que

(24) gelit uk .. n; (h==1,2,3,...)

AN

et nous en concluons tout de suite, d'aprés (22) et (23), que
(25) o nf = n} pour k=1 (i==1.2....)
Posons sj=n, pour i=1, 2,‘...: d’aprés (24) et (2B), nous aurons

geR,

. . g o
Ty MQyeas) "k: pour ,C — 1’ 3’ l').' I

ce qui donne, 'd“‘aprés (17):

ge B, pour k=1,2,3,..

Ny, 712 ,uk:
Il existe donce pour tout indice % un point p, de I'ensemble B v s

tel que o
: . t
(26) ' Q(% o) < T

‘D'aprés la propriété (4), nous en concluons qu il existe un point
P de E, tel que.

!

lim b= P:
oo
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ce qui donne, d'aprés (26): g==yp, et prouve que ¢ est an point de
I'ensemble 1. |

Nous avons doue démontré que H( £, ce qui donne, d’apreés ()1)
E=H. L’ensemble £ est donec un F,y, ce qui prouve que les cou-
ditions de notre théoréme sont suffisantes.

Notre théoréme est ainsi démontré,

Soit maintenant £ un ensemble F;, H un ensemble homéomor-

phe de f. Désignons par K, ... les sous ensembles de E satis-

faisant aux conditions de notre théoréme, par H, .., leurs ho-
méomorphes dans [, On reconnait sans peine que les ensembles
Hog vigeee satisfont encore aux conditions de notre théoréme (relati-
vement & l'ensemble H), d’olt résulte que l'ensemble H est un F;
Nous ohtenons ainsi le théoréme de M. Mazurkiewicz que towt
ensemble howméomorphe d'wn Fyy est un Foy.

Observons encure qu'on pourrait caractériser les emsembles (4)
de M. Souslin par les propriétés de seuls points de ces ensembles:

on pourrait notamment démontrer sans peine le théordme suivant,

analogue au théoréme que nous venons de démontrer:

Pour qu'un ensemble de points J (situé dany un espace i m
dimensions) soit un ensemble (4), il faut et il suffit quon puisse
faire correspondre i tout systéme fini de nombres naturels (#y, #y,..., 1)
un sous-ensemble /i, ., de . de sorte gue

1) F——-—*El"“EQ*‘E‘]

2) K )'
Wy Npyous "l Tigs et '"k’ ki

n-l

8) sl w,, Ny, 7y,... est une suite infinie de nombres naturels et
p(k==1, 2, 8,...) une suite infinie de points de I, tels que Put By, ngrn,
pour k=1, 2, B,..., les points p(k=1,2, 3,...) convergent vers un
point de fv.






