ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur une fonction de deux variables sans intégrale
double.
Par

G. Fichtenholz (Pétrograd).

D'aprés le théoréme connu du & MM. Lebesgue-Fubini),
si 1a fonetion F(z,y) de deux variables x, y est gsommable dans le
rectangle P=(a, b; c. d). cest-d-dire, s'il existe I'intégrale double finie

QNN Jf (@ y)dzdy

~ (an sens de M Lebesgue), on a constamment

(2) Jay S S, y)do = [ dz [, y)dy,

pourvu que les ensembles mesurables E et F' soient compris respec-
tivement dans les intervalles (a, b) et (¢, d). D'autre part, comme l'a
montré M. Tonelli?), si la fonction f(z, y) est mesurable super-
ficiellement ot de signe constant, il suffit I'existence méme de l'in-
tégrale

-y ff@ de o fdu jfw 4)dd]

pour qu’il existe l'intégrale (1). Nous nous proposons ici de former
I'exemple d'une fonction mesurable, mais de signe variable, telle

1) Voir: H. Lebesgue, Intégrule, Longueu , Aire, Annali di Matematica
pura ed applicata (3) 7, 1902; pp 2762815 G. Fubini, Sugli § tegrali mullipls,
Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (5) 16 I, 1907, pp. 608 —612, On peut
consulter aussi: Ch. J. de la Vallée-Poussin, Cours d' Analyse Infinitésimule,
t. Il, Louvain-Paris, 1912, pp. 117 -122,

) Tonelli, Sull'integra ione per parts, Rendiconti cités, 18 II, 1909,
pp. 246—248; de la Vallée-Poussin, loe, cit. p, 121. Comparer;: Fubini,
Sugli integrali doppis, Rendiconti, 22 I, 1918, p. 58b.
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que l'intégrale (1) n'existe pas, tandis qué la relation (2) demeure
toujours vraie.

Pour faire cela, il convient d'abord de développer quelques re-
cherches de nature trés élémentaire.

Imaginons que l'on a construit dans le plan de xy un rectangle

a’ ﬁ’ 'Y! d)

ayant ses chteés paralléles aux axes des coordonnées, €t partageons D),
par des transveisales paralltles 4 Paxe de z, en wn nombre quel-
conque n de rectangles égaux

Dv(avﬂ; Yy Oy

‘ v —1 o v .
ol y, w_____y+___._n_.._-.(§_..y), dvzy+7—;(6—7), v=1,2,..,n (Nousv

laissons au lecteur de tracer les figures). Décomposons de nouveaun
chaque rectangle D,, par des paralltles & Yaxe de y, en un nombre

_ gy =1 ... 1,
de portions rectangulaires
Dufy) =_- 'a(f?:v) ﬂ(ly); Yy d )_
ol ¢V’ = @&+ i—;-«(ﬁ - ), ﬂ(’-v’"—a + --—-—(ﬂ )y A,=1,2,..., zy,

hJ
tous les I, étant des nombres pairs, dallleurs arbitrairs. Oon31dé-

rons une fonction auxiliaire @(z, y) égale & (—1)*v—! & lintérieur

“du rectangle D¢V (4, =1,2,....2y; »=1,2,...,n) et 4 0 partout

ailleurs. Soient E, F' les ensembles mesurables quelconques compris
respectivement dans (. f) et (y, 6); désignons par (E, F) Tensem-
ble superficiel de points x, y, pour lesquels x appartient 3 K et y

‘& F Nous allons établir une formnle fondamentale que voici:

(3) (gt iady| <m",’).,

(% 4

mD‘ designant' la mésure (8—a) (6 —v) de D, et cela quels que soient

layeros bns
l 12y n
| Pour simplifier le langage, nous appellerons aire d'une portion 4

de .D lintégrale double |
| J(z, y)dedy;

g ( l)Z\J—l

par exemple Vaire de 1) est zéro celle de D{v} sera — e mb.
| Ry
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Envisageons d’abord le systéme de domaines reaq tangulaires

A = (alf, B33y, 0)

ot Av=1,2,....4. Si n=1,laire de A* est &gale 3 LISy
| 2z,
* dex 4y, ot h — 1
s==pour I'une moitié de 2 valeurs d'index 4,, 684 —— 20, 1) onr lart-
~1
>i:re; si n=2, laire de A{’ sera respeclivement
L3 . .

1
—l—ml) ) e —m.D.
z-

=

ematy!

o= pOUr }245 425, 42, de ces rectangles. Dzms le cas géndral Paiv e
du rectangle A est égale a

(n — 29) w—-'::D
© |
€ pour
— Cf v
© L,
: 4
wd

L('u__() l,...,n) de valeurs d'index 4,, ou C) sont les coefficient=

;de la formule du binéme. On peut obtenir ce réswultat sans peiire
pm récurrence, & Faide de Pidentité

x‘ ' u-—-l + (‘,ry;ll :‘ On‘l’

q.acar, si notre affirmation est vraie pour le rectangle 1 =(a,B; 2 O}
Odécomposé en partxes

— [ Anart) i) pldu_i), ;
Q Ané-l ! = (an—-‘l : ? ﬁu—-] l); ‘)’u 6)1 (2'.-; —_1 — 1: 21“-‘ z}x——l)
mon voit qu'a chaque reetangle A=) @aire
E (1 =20 mbh
' (n—1) 2.,

==correspondent i, rectangles 4/, dont pour une de dennx moitids Ueize
est égale i

weD
. 0222
et pour l'autre i
' [t —2(p Jrl)]“d)

Rz,
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Tirous ceux des rectangles A% dont l'aire est positive; leur
somme a pour laire | . | : .
 tn.mD,
n
IR
‘u,n_..----n.?" t(n 21")‘0,, -
Vel E

le signe fi(z) désignant Ventier de ¢ Cela peut s'écrire, d'aprés les

_propriétés bien connues des coéfficients de la formule du ‘binéme,

RS
(4) | , Mopp1 == Hop == 5777 Che-
Done aire d'un systdme arbitraire de rectangles. A@n ne peut sur-

passer le nombre w,.mD (qui ne dépend pas de L ly,..., b).
Il importe d’observer que cela est encore vrai, si nous rempla-

—

gons chaque A% par sa portion A% comprise dans un nombre
n< n de rectangles D, choisis & volonté: I

DVU Dv!',.-." Dv .

5
En effet, par la réunion de ceux-ci on construit .un rectangle D), et
on voit, d’aprés ce qui précéde, yue l'aire d'un systeme queleconque
de AAw) est au plus égale b p;.m D. Mais, comme on a constamment
(voir (4)) .
(”“"'UP‘%—: < Pty

il résulte 7, < ., en sorte que l'on a.

w .mD = -’%:i mD < pu.mD.
‘Passons & lintégrale . | ,
J o, g)dzdy = fdy [ pla, y)da.
(B, F) " B -

Les points de F, en lesquels
J 9l 1) do >0,
on peut enfermer dans un systéme F, d'intervalles (yy, d,), et-l'on

a évidemment :

Sl y)dedy << fdy J @z, y)die = [dx [ @(z, ¥)dy.
¢ T Fy E D R 7. :
3

Fundamenta Mathematicas VI,
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De méme, la portion de E. ot
Ff(p(x7 .l/)dy > O)
est enserrée dans un systéme B, d'intervalles (o, gi3)). et Ton a

S, y)dedy < S de Sz, y)dy =f @(r, y)dzdy.
(% F) Ly Fy (i) &)

D’aprés ce qui précéde
| Sz, y)dxdy < pn . m D;
(& F)

évidemment, il ne faut que changer le signe de @(w, y), pour obte-
nir l'inégalité

| u{a o(x, y)dedy == — un . mb),
d’ot il suit
(8) ( Il ‘Qp(z‘, y)da dy' < o - mD.

v

Alors l’éxpression (4) de u, peut étre mise sous la forme

1.33.56 @p—D(Zp+1)
(TRL AT 2p.2p

: 1
Mgptr = Mgp == 2,’;—-———-—-21"__{_ 1

puisque tous les facteurs sous le radical sont < 1, on &

1.
F-<"§“V7—1

ce qui nous donne, en tenant dompte de (b), la relation (3) & dé¢-
montrer.

De 1a les inégalités suivantes:

mD
n

© e ) <G5

. , m.D’
,J dy lif‘P(ﬁ,; y)dr| < WW

Pour prouver la premiére, par exemple, il suffit, en rapportant lu
formule (3), de considérer séparément les portions &, et K, de &
ok l'on 4 respectivement |

J 9@ 9)dy >0 ou <.
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Ces préliminaires. posés, définissons une fonetion f(z, y) dans le
carré P = (0, 11 0, 1) comme il suit. Par rapport & chaque carré
purtiel

1 11 1

Py= ("27;,-;5;;, 5 2,_1) (k=1,2,3,..)

nous pouvons construire la fonetion g,(x,y), comme ¢(x,y) Vest
par rapport & /), en posant

n=py=2" et Lh=l=..==( =2

Soit maintenant f(x, y) = 2*¢,(x, y) dans le carré P, (k==1,2, 3,...
et =0 partout ailleurs. [l n'exisie pas I'intégrale double (1), méme
infini, parce que l'on a

S/ (x, ) |dedy :.—-:,:21 JIf @ =1+1+1+...=oo,
r =1 Py

- ainsl que

| ,‘l d d = * y —_ .
L ydzdy = | [f(z, y)dady| = + oo

Si &, F sont deux ensembles mesurables dans l'intervalle (0, 1),
désignons respectivement par K, F, leur portions comprises dans

I'intervalle (-2]-'-;‘, -ﬁ;};_;;) (k==1, 2,...). Il existe les intégrales
(7 J de g f(m y)dy = 2/ il y) dzdy

(B M)
et 'on a, en vertu de la relation (6)

| | ow mP, 1
fdxlff(a'a .‘/)dy"—22kfd1"f¢k(xa d9|<31t ',_-.k—--—-,,-'
8’; K Ek F‘ M

La série

Efdxlffra y)l<_ zx

kw1 B,
étant convergente, il existe l'intégrale ‘)
Jdx| f/(x, y)dy]

et, par consédquent, I'intégrale [dx ff(x, y)dy
[ #

) Pour lu fonction now ndyative l Ir (w, y)dy] cotte conclusion est Jegitime.
i .

3*
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aussi, et 'on a (voir (7))

J dr [ f(x, y)dy == 21" / %(w, y)dxdy.

On peut démontrer de la méme fagon l'existence de Vintégrale

Jwls (x, y)de = 2"‘1 Py y)dudy,

=1 (& Fy)
dot il résulte (2).
Done, la’ fonetion f(=, y), & luquelle on aboutit pax  la construe-
tion précédente, posséde blen la propriété sigualde au début,

- Aofit 1917

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki





