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f]ber‘ die Zerschneidung der Ebene durch abge-
schlossene Mengen.

Von

Stefan Straszewicz (Warschau).

~ Eine abgeschlossene ebene Menge 4 zerschneidet die Ebene,
weon ihre. Komplementirmenge ('(4) nicht zusammenhingend ist.
Inshesondere heisst 4 ein S ehnitt zwischen den Punkten a und b
oder eir S (a,b), wenn @ und b verschiedenen Komponenten von
C (4) angehbren.

In Bezug auf die Zerschneidung der Ebene bestehen zwischen
zwei abgeschlossenen Mengen 4 und B, sowie deren Summe 4+ B
und Durchschmtt A B gewisse Beziehungen; die Untersuchung der-
selben bildet den Inhalt dieses Aufsatzes.

Dieser Gegenstand waurde zuerst von Janisze wski 1) behan-
delt; seine Ergebnisse sind in den iolgenden zwel Sitzen zusammen-
gefasst, wo 4 und B beschrinkte ?) abgeschlossene Punktmengen |
und a, b Punkte der Ebene bedeuten: |

A. Ist weder A noch B cin S(a, b) und ist A B zmammenkwm

| génd oder leer, so ist auch A -+ B kein S(a,b).

B. Sind Aund B Kontinua und A B nicht zus-ammenhamgmd 30
zerschneidet A - B die Ebene.

Im Folgenden wird geueigt, . dass diese beiden Sitze einer we-
sentlichen Verallgemeinerung fahig sind; und zwar treten an ihre

Stelle die Sitze:

1) Sur les coupures du plan faites por des contnms Prace matem,-fizycsne
tom XXV1 1918, Vgl. auch A, Mullikin, Trans. Amer. Soc. 1922.

7)) Wegen der Ausdehnung dieser Biitse suf nicht beschriinkte Mengen vgl.
Knaster et Kuratowski, Sur les continus non-bornil, Fund, Math. V. 8. 8b.
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I Ist weder A noch B ein Schuitt zwischen irgend zweien der
Punkte ay, ay,..., @, undist A B eine Summe von n <m Komponenten, .
so gibt es funte'r den Punkten a, mindestens ¢in Paar a,,a,, so dass

auch A+ B keinen Schnitt zwischen a, und a, bildet *).

II. Sind A und B Kontinua und lisst sich AB in n= 2 dbge-
schlossene paarweise fremde Punktmengen zerlegen, so serschneidet
A-} B die Ebene mindestens in n (febicte.

Dsbei lasst sich der Beweis von II auf den Satz I griinden,
so dass I als der eigentliche Hauptsatz angesehen werden darf. Der
Satz I bleibt richtig, wenn nur eine der Mengen A, B beschrinkt
ist, bei II gentigt die Beschranktheit von 4 B.

" Die allgemeine Gltigkeit des Satzes I ergibt sich schon, wenn
man ihn in dem Spezialfall ermittelt, wo sowohl die Mengen 4, B

~ als auch ihre Komplementsrmengen C (4), C (B) von endlicher Kom-

ponentenzahl sind. Fir solche Mengen lassen sich die betrachteten
Beziehungen in eine besonders tibersichtliche Form bringen.
Bezeichnet nimlich 4, die Komponentenzahl von A und I, die
Differenz h;(y — h,, so sind bei endlichem h,, mit I, und I,
auch I,, und I, , wohldefinierte Zahlen und -es besteht die Identitit

I+ Ip= IA-;-B“*"' Iygp.

I. Vorbereitende Sitze.

‘ Bezeichnungen und Definitionen. A und B bedeuten avgeschlossene, und, wenn
aicht anders bemerkt, auch beschrinkte Punktmengen in der ecuklidischen

Ebene. Mit M wird die abgeschlossene Hille, mit C'(M) die Komplementiirmenge
der Punktmenge M in Bezug auf die Ebene bezeichnet. Komponente von M
heisst eine zusammenhiingende Teilmenge von M, die nicht echter Teil einer an-
deren zusammenhingenden Teilmenge von M ist. Mit iy wird die Komponenten-
zabl von M bezeichnet. Ein Gebiet ist eine zusammenhingende offene Punkt-
menge. Sind A4 und M abgeschlossene Punktmengen und @, b Punkte von M, so
heisst a4 ein Schnitt awischen @ und b in M, oder ein S(a, b, M), wenn «
und b verschiedenen Komponenten von M — AM angehren lst M die ganze Ebene,

- 80 wird statt S(a, b, H) kurz § (a b) geschrleben

Unter einem Polyg-on wird stets ein ecinfaches geschlossenes Polygon ver-
standen, unter einem Polygonbereich — die Summe eines vou einem Polygon
begrenzten Gebietes und seiner Begrenzung, Ein einfacher Streckenzug, dessen

1) Fiir n=2 ist dor Beweis in einer Note des Verf, in Fund, Math, IV,
mitgeteilt worden, Vgl, auch die zitierte Arbeit von A, Mullikin, wo ein mit die-
sem Spezialfalle im wesentlichen #dquivalenter Satz sich befindet.

¢
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Endpunkte auf dem Rande, und die tibrigen Punkte im Innern eines Polygon-
bereiches n liegen soll ein Querschnitt von z heissen. Ein 8treckenzug, der
Teil eines Polygons ist, wird ein S8ttick desselben genannt,

‘1. Im I Abschnitte werden zwecks einer hesseren Ubersicht einige
bekannte Tatsachen erdrtert. Von den topologischen Eigenschaften
der Ebene werden dabei als Grundlage vorausgesetzt:

1) Der Jordan’sche Satz fir Polygone mit seinen einfachsten

Folgerutigen, insbesondere dem Satz, dass ein Polygonbereich durch

einen Querschnitt in zwei Teilbereiche zerlegt wird, und

2) der Satz, dass zwei punkifremde abgeschlossene Mengen 4,
B, von denen mindestens eine beschrinkt ist, durch eine Summe
von endlichvielen miteinander fremden Polygonen getrennt werden
ktnnen (d. h. es gibt eine Polygonsemme, die ein S (a, b) fur jedes
ae A und be B ist). |

Aus 2) folgt, dass es fr ae 4 und beB ein Polygon P gibt,
welches mit 4 4 B fremd und ein S(a,}) ist. In der Tat, wenn
R=P + P+ ..+ P. eine 4 und B trennende Polygonsumme
bezeichnet, so gibt es zwei Komponenten G und H von C(R), so-
dass ae G, be H ist. Von den Gebieten G, H ist wenigstens eines,
ptwa (G beschrinkt. Die Begrenzung von G ist eine Summe der
Polygone P,, unter diesen gibt es ein dusseres P, welches alle
ibrigen umschliesst. Liegt b im Aussern von P;, 8o liefert P, das ver-
langte Polygon. Gehvrt aber b, also auch H, dem Inneren von P
an, so gibt es unter den Polygonen, welche die Begrenzung von H
bilden, ein Husseres P,. Dann liegt b im Innern von P, a dage-
gen muss im Aussern von P, liegen, da man sonst von a4 nicht zu
P, gelangen konnte, ohne P, zu treffen. P, ist dann das verlangte
Polygon. o | . -

Wir heben einige Folgernngen des obigen Satzes hervor.

Es sei 4 eine abgeschlossene Menge, F die Begrenzung einer

- Komponente G von C(4), F sei beschrinkt. Dann gilt:

Jede Komponente von A enthalt hochstens eine Kom-
Ponente von F. , ' - ‘
" Denn sind a,, a, Punkte verschiedener Komponenten von F, so
gibt es eine Zerlegung F=F, 4 F, wo F, Fy abgeschlossen und
fremd sind und a, & Fy, a, & F, ist. Ist P ein Polygon, welches mit
F fremd ist und @, und q, trennt, so liegt P in G; denn sowohl -
das Innere wie das Aussere von P enthilt Punkte von F, also auch
Punkte von G, somit ist PG40 und weil PF =0 ist, 80 muss

Fundamenta Mathematicae VIL. 11
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P(C G sein. Somit ist PA=0 und a;,a, gehtren verschiedenen
Komponenten von 4 an.

Daraus folgt weiter: o
‘Hat A endlichviele Komponenten, so hat auch F endlichviele

Komponenten. Ist insbesondere 4 ein Kontinuum, so ist auch F ein

Kontinuum. Hat F endlichviele Komponenten, so ist, da jede Kom-
ponente von C(G) Punkte von F enthilt, hp=hop.

2. Wir beweisen einen sich auf Polygone heziehenden

 Hilfssatz. Es seien g und b Punkte eines Polygons P,
welche P in zwei Stticke I,, I, mit den Endpunkten
a, b zerlegen. Biner der von P bestimmten Polygon-
bereiche heisse m. (

Wenn ein Polygon Q ein 8(a,b) ist, soenthtlt Q min-
destens eineén Querschnitt von m, dessenein Endpunkt
auf L, und der andere auf L, liegt. ‘

Beweis. Der Durchschnitt # @ bat endlichviele Komponenten,
deren- Anzahl > 2 ist. Hat P Q nur 2 Komponenten, so liegt, weil
Q ein S(ayb) ist, eine von ihnen in L,, die andere in L,. Die
Menge Q — P @ besteht aus zwei zusammenhtingenden Teilen, deren
einer in 7 liegen muss und somit den . gesuchten Querschnitt be-
stimmt. S z

Hat P Q mehr als 2 Komponenten, so schliessen wir durch In-
duktion. Es sei s ein Punkt von ¢ im Innern von m; s bestimmt
ein Sttick K von ¢, das einen Querschnitt von » mit den Endpun-
kten p, ¢ bildet. Gehoren p und q zu verschiedenen der Mengen L, .
Ly, so ist K ein Querschnitt der verlangten Art. Ist aber etwa
peLy, geL,, 8o sei R.das durch prund ¢ bestimmte Stiick von L,.
Wir setzen I; = (L, — B) 4 K und betrachten die Polygone P’'=—
=L+ L, und Q. Es hat P'Q weniger Komponenten als P,
Dend es ist PQ=PQ—RQ+ K, d. h. P'Q ensteht aus PQ,
indem man £ @ durch das Kontinuum K erbetzt; R @ enthilt aber
Punkte verschiedener Komponenten von PQ. Solche sind z B. si-

~cher p und g¢; andernfalls wire ja EC @ und @ miisste mit dem

Polygon R 4 K (" 7 identisch sein. | | |

Wir nehmen fur P und Q den Satz als bewiesen an; es gsel
TC @ ein Querschnitt desjenigen Bereiches vom Rande P/, der
innerhalb 7 liegt, wobei die Endpunkte von T meL! und ne L,
sind. Nun ist TK = T = {m}, also ist m kein innerer Punkt
von K, weil sonst TK wegen T(C Q, K C @ ein Kontinnum enthal-
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ten miisste, d. h. es ist me L, und T hildet einen Querschbitt der

verlangten Art in 7, w. 3. b, w.

3. Satz. Haben L,,L;,a,b P, n, dic gleiche Bedewtung wie in

- §2, und gelten fiir die abgeschlossenen und beschrinkten Mengen A

und B die Bedingungen .
AL,=0, BL,=0, » AB=0,

so ist A+ B Kein S (a, b, 7). \ - o
Beweis. Das Polygon P zerlegen' wir in vier paarweise fremde

Teile - |

P=Il+Is +KL+K2-

Hier bedeuten I, und I, die zu a bzw. b gehdrenden Intervalle
von P— (P4 -+ PB); K; CL, und K, C Ly sind die beiden Sticke
der Restmenge P — (I, 4 1,), die sich eventuell auf Punkte redu-
ziren konnen. Den Fall. wo L, A oder L, B leer ist, konnen wir
ausschliessen, dann ist ja der Satz selbstverstandlich,

Wir setzen -

and es seien m, e K, und mye K, die Endpunkte von I;; wegen
M N = 0 kinnen m und » durch ein Polygon Q getrennt werden (§ 1),
welches mit M - N fremd ist. Dann enthilt @ nach dem Hilissatz
von § 2 einen Querschnitt T von 7 mit den Endpunkten p, g der-

art, dass
pel,, gel +,K1+K2

ist, Wegen T'(M-4 N)=0 ist auch 7'(K; + K,;)=0, folglich g & L.
Es ist also 4 + B kein S(p,q, ). Da aber 4 + B auch keian S (g,
p,7) und kein S (g,b, m) ist, so ist es auch kein S (a,b, 7) W.z b. w.
4. Satz. Es sei 7 ein Polygonbereich, a und b zwei Punkte in m.
Ist weder A moch B ein S(a,b, m) und ist w 4 B = 0, so ist auch
A+ B kein S (a,b,m). | -
Beweis. Es seien K, und K, zwei Streckenzlige in 7, welche
die Punkte ¢ und b verbinden, derart dass ‘

K,4=0, K,B=0

ist. Der Durchschnitt K, K, besteht aus einer endlichen Anzahl Kowm-
ponenten (Punkten oder Streckenziigen). Wir orduen dieselben, indem

wir etwa K, von a nach.b orientieren. Die einzelnen Punkte von
| | 1
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K, K, sowie die Endpunkte der Streckenziige von K, K; seien in
dieser Anordnung a =a,, a4, ay,..., @y=2>. Dann ist zunichst
4+ B keiv §(a, ayy,n) fiir i=1,2,....(n—1)

Denn entweder sind @, und a,,, Endpunkte der gleichen Kompo-
nente won K, K,; dieselbe stellt dann einen mit 4-{- B fremden
Weg von a, nach a,, in m dar. Oder sie bestimmen auf K,

 und K, zwei Stticke L, und L,, welche nur a, und a,, gemeinsam

haben und somit ein Polygon P bilden. Wegen P m liegt einer
von den durch P bestimmten Polygonbereichen innerhalb s; er heis-
e m,. Fir n, sind dann die Voraussetzungen des vorigen Satzes.
(§ 3) erfullt, Bs ist also 44 B kein S(a, a4, m) und wegen
nty C o auch kein S(a,,a,,, 7) i=1,2,... (#—1)). Dann ist 4 |- B
kein S (a,,a,, ), d. h. kein S (a, b, 7).

0. Der Satz von § 3 also auch der von §4 bleibt richtig, wenn.
nur eine der Mengen A4, B, beschrinkt ist. Dies geht daraus hervor,.
dass in diesem Falle der Satz von der Trennung von A4 und B durch
eine Polygonsumme bestehen bleibt,

Ferner bleibt der Satz von § 4 und dessen Beweis gtiltig, wenn.
an Stelle von = die ganze Ebene tritt. In diesem Falle braucht
man die Beschrinktheit keiner der Mengen A, B vorauszusetzen.
Der Bereich n, des Beweises wird dann einfach durch das Innere
des Polygons P bestimmt.

* 6. Satz. (Janiszewski)!) Es seien a und b Punkte der Ebene.
Ist weder A noch B ein S(a, b) und ist. A B zusammenbdngend
s0 ist auch A+ B kein S (a, b).

Beweis. Es seien K, und K; Wege, welche die Punkte a und

b verbinden derart, dass ‘

K,A=0, K,B=0

ist. Es sei ferner P ein Polygon, welches die bheiden zusammenhin-
genden, abgeschlossenen und miteinander fremden Mengen 4 B und.
K, K, trennt (§ 1). Derjenige der durch P bestimmten Bereiche,
welcher K, 4 K,, folglich auch a und b enthilt, heisse 7. Wegen
K,Cn, K, n ist weder B noch, 4 ein S (a; b, n); es ist ferner
nAB=0. Nach § 4 ist also 4+ B kein S (a, b, #) und umsomehr
kein S(a,b)., | . :

Auch dieser Satz bleibt bestehen, wenn nur eine der Mengen A,
B beschrinkt ist. \

Nle
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7. Aus dem Satze von § 6 folgt:

Ein einfacher Bogen (arc simple) J zerschmeidet die Ebene nicht.

Es seien nimlich a und b Punkte von C(J). Zu jedem Punkte
p von J gibt es Intervalle ven J, die p enthalten und die Ebene
zwischen a und b nicht zerschnerden. Denn ist T etwa eine dreieckige

" Umgebung von p die a und b ausschliesst, so ist diejenige Kompo-

nente von 7'J welche p enthilt, ein derartiges Intervall. Nach dem
Borel'schen Uberdeckungssatze ist J in einer Summe von endlich-
vielen dieser Intervalle enthalten, etwa J(C J, + J; ... J,. Die-
selben konnen so angeordnet werden, dass J; Jiy, =0 ist. Da zwel
nicht fremde Intervalle eines einfachen Bogens einen zusammen-
hingenden Durchschnitt haben und ihre Summe wieder ein Inter-
vall dieses Bogens ist so folgt durch successive Anwendung des
Satzes von Janiszewski (§ 6), _dass J kein S(a, b) ist w.-z. b. w.

8. Als eine unmittelbare Folgerung des Satzes von § 4 ergibt
sich der ) '

Satz. Ist die beschrinkte abgeschlossene Menge 4 ein
S(a, b, ), wo a.b,n die gleiche Bedeutung wie in § 4 haben,
und ist die Komponentenzahl von 4 endlich?), so ist min-
destens eine von den Komponenten von 4 ein S(a, b, m).

Nach § b bleibt dieser Satz richtig, wenn 7 durch die ganze
Ebene ersetzt wird, wobei dann die Voraussetzung, dass A beschriankt

ist, wegfullt.

II. Der Hauptsatz.

9. Es seien wieder 4 und B abge;chlossene und beschriinkte
Punktmengen in der Ebene. In den Uberlegungen des ersten Ab-
schnittes traten als wesentliches Hilfsmittel Polygone auf, die je
aus einem mit 4 fremden und einem mit B fremden Streckenzug
susammengesetzt waren, Will man weiter gehen,’ so ist es zweck-
missig. Polygone allgemeinerer Art zu benutzen. |
 Trifit ein Polygon .D sowohl 4 als B, aber nicht 4B, so soll
jeder von den durch D begrenzten Polygonbereichen als ein A-Be-

reich bezeichnet werden.

su ohne Einschrinkung auf endlichviele Kom-

1) Diese Behauptung trifft anch
die Heranziehung weiterer Hilfsmittel

ponenten; doch erfordert daunn der Beweis
vgl. Zitate in § 23.
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Das Polygon D zerlegen wir in drei paarweise -fremde Teil-
mengen: |

) . D=Di+ DS

Hier bedeutet D, die Summe von D4 und dérjenigen Inter-
valle von D.— (DA - D B), deren Endpunkte zu 4 gehtren, aua-

log wird D, mittels DB gebildet: Die Punktmengen D, un'd Dy
'sind abgeschlossen und aus DAB=0 folgt, dass jede ven ihnen

Summe endlichvieler Komponenten (Punkten oder Stucken von D)
ist. Die Restmenge S ist eine Summe endlichvieler offener Intervalle
I, I,,.... von Dj der eine Endpunkt einés jeden I, gehort zn 4,
der andere zu B., Wir wollen sie Scheitelintervalle von D nenmen..
Es ist -

'@ - D,B=0, D,A=0, SA=S8B=0.

10. Fur A-Bereiche gilt der folgende Satz, der den Satz von § 3
als Spezialfall enthilt und analog wie jener bewiesen wird.

Satz. Enthdlt ein A-Bereich keinen Punki von A B, so gibt es zu
jedem Scheitelintervall I, seines Randes D mindestens ein weiteres
Scheitelintervall 1, derart, dass beide Intervalle derselben Komponente

von C (A4 - B) angehiren, d. h. durch 4 4 B nicht getrennt werden.

Beweis. Wir bezeichnen den gegebenen 4-Bereich kurz mit 4
und, getzen |

(3) | M=A4A4+4D, N=BA+D,

Es seien m, ¢ D 4, mye DB die Endpunkte von I;; Wegen m, ¢ M,
my&N, MN =0 konnen m, und my; nach § 1 durch ein Polygon Q
getrennt werden, welches M -~ N nicht trifft. Dann enthult @ nach
§ 2 einen Querschnitt 7' von 4 mit den Endpunkten p und ¢ der-
art, dass pel,, ge D— I, ist, Aus T (M + N) =0, (1) und (8) folgt
ge S also gel,, wo I, ein von I, verschiedenes Scheitelintervall von
D ist. '

Dem obigen Satze geben wir noch eine andere Formulierung,
die im Folgenden benutzt wird. Hat ein Stheitelintervall 1, von D
die Eigenschaft, dass es von jedem anderen Scheitelintervall von D
durch 4 4 B getrennt wird. so heisse f, ein ,ausgezeichnetes“
Scheitelintervall. von D. - | |

Der obige Satz lautet dann:

Besitzt der Rand von A ausgezeichnete Scheitelintervalle, so ist
ABA0. - |
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11. Es sei D==D,+}D;-} 8 der Rand eines A-Bereiches und
L ein Querschnitt desselben, der ihn in die Teilbereiche 4’ A" mit
den Rérdern D', D" zerlegt. Die Endpunkte von L seien p und
g. Wir wollen folgende Fille ndher betrachten: |

«) peD,, geDy, L A=0. Dann sind 4' und 4" ebenfalls A-Be-
reiche. Die Scheitelintervalle von I’ sind die in D’ enthalienen

‘Intervalle von S, sowie ein Intervall um den Punkt p. Analoges

gilt fur D" .

B) peD,, qeD,, LA=0, aber L B=0. Dann sind &, A" wie-
der A-Bereiche, Die Scheitelintervalle von D' und D" werden ge-
bildet durch die in D’ bzw. D" fallenden Intervalle von S, ausser-
dem hat sowohl I, als D" noch zwei weitere Scheitelintervalle,
eines um p und eines um g.

y) peD., ¢S, LA=0, LB=0. Auch jetzt sind 4', 4" A-Be-
reiche. Das Intervall von § welchem ¢ angehort, heisse I. Dann
werden die Scheitelintervalle von I’ und D" gebildet durch die
Intervalle von S — I, sowie je ein Intervall um den Punkt p, aus-
serdemn enthilt eines der Polygone D', D" noch ein Scheitelinter-
vall um den Punkt g.

12, Es seien 4,, 4, zwei A Bereiche ‘mit dem gemeinsamen
Rande D. In einem von diesen Bereichen ziehen wir einen mit AB
fremden Querschnitt L,, dann in einem der drei durch DL, ge-
bildeten Bereiche einen mit 4 B fremden Querschnitt L, und fahren
in der gleichen Weise fort. Nachdem r mit AB fremde Quer-
schnitte Ly, Ly,... L. gelegt worden sind, erhalten wir eine Zerle- -
gung der Ebene in r—2 nicht tibereinandergreifende Polygonbe-

_yeiche, Sind die L, so beschaffen, dass der Rand jedes Bereiches

‘weder mit 4 noch mit B fremd ist, so sind es sumtlich A-Bereiche;
die Summe ihrer Rinder sei R=2D + 3 L. ’

'Wir. zerlégén _R in dreipaarweisel fremde Teilmengen .
(4) . R=R,+ R4V

Es bedeutet hier B, die Summe von R4 und derjenigen Kom-
ponenten der relativ zu R offenen Punktmenge R— (B A4 4 E B),

. deren relative Begrenzungspunkte (deren Anzah] -endlich ist) zu B4

gehﬁreﬁ; analog wird R, mittels R B erklurt. Die Mengen R, und’
R, sind abgeschlossen und sind wegen E 4B = 0 Summen endlich-
vieler Komponenten. Die Restmenge V' hat ebenfalls endlichviele
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Komponenten und ist offen relativ zu B; sie kann auch definjert

:werden als Summe derjenigen Komponenten von B — (B4 -+ RB), de-

ren relative Begrenzungen sowohl Punkte von K4 als von BB
enthalten. V enthalt alle Scheitelintervalle der Rdnder der gebilde-
ten 4-Bereiche. Wir werden sie kurz als die Scheztelmenge von R
bezeichnen, Es gelten die Formeln:

(b) ' R‘B=U’ .RBA.*-:O, VA.-: VB=O.

13. Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den Beweis des

Hauptsatzes dieser Arbeit in Angriff nehmen. Wir sprechen ihn in

einer Formulierung aus, die gegenitber derjenigen der Einleitung
etwas verindert, ibr jedoch vollig dquivalent ist.
Satz 1. Ist fiir jedes Paar a, a,, von den Punkien a,, a,,..., a,

weder A noch B, wohl aber 44 B ein 8(a,, ay), so hat der Durch-
schnitt A B mindestens m Komponenten, d. h, es gibt eine Zerlegung

AB=C+ 0 ... 40,

wo die (] abgeschlossene, nichtleere, paarweise fremde Mengen sind
und .
' nz=m -
18t. - | ,
14. Es seien Gy, Gy,..., @, diejenigen Komponenten der Kom-
plementéirmenge C'(4 - B) welche resp. die Punkte a,, a,,..., a,
enthalten. Die Voraussetzung, dass 4 B ein S (a, a,) ist, besagt
dags die Gebiete G, sumtlich voneinander verschieden sind. Die Be-
grenzung von G, heisse F, und die Menge {G, Gy,. G} heisse I
~ 15. Nehmén wir den Satz I als richtig an, so folgt der

- Satz. Untér den Vomussetzungren des Satzes I enthdlt die ‘Summe

F=F, +F+...4F,_,
der Begrenzumgen der Gebiete Gy, Gy,..., G,,.,_1 Punkte von minde-
stens m Komponenten von A B. |

Beweis. Enthilt £'4 B Punkte von nur endhchv1elen Kompo-

~ pentén von A B, so sei C die Summe dleser Komponenten sodass

(6) | "FABC ¢

ist. Wir betrachten die Punktmenge |
O=F+C=(FA+C)+ (FB40)
und setzen ' |

() @ =FA+.C, ®'=FB+C
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| Dann ist .
(8) o C A O'CB
und 3 .
(9) PO =C

Aus (8) folgt, dass weder @' noch @ ein Schnitt zwischen ir-
gend zweien der Punkte a,, ay,.., a, ist. Wohl aber bildet. @ = @' 4 D"
pinen Schnitt zwischen je zweien dieser Punkte, da es ja die volle
Begrenzung eines jeden der Gebiete Gy, Gy,..., Gy enthilt. Setzen

‘wir den Satz I als giiltiz voraus, so folgt nach (9), dass C minde-

stens m Komponenten besitzt.

'16. Beweis des Satzes I, (§ 13).

Piir m =2 ist der Satz richtig, seine Aussage ist dann derjeni-
gen des Satzes von Janiszewski (§6) aquivalent. Wir werden
daher den Bewews ftr m > 2 unter der Voraussetzung fihren, dass
der Satz 1 und folglich auch der Satz von § 15 fir jedes m' <<m
richtig ist. |

Wir verbinden die Punkte a, und a, darch 2 Wege L, und. L,
derart, dass .
| " AL;=0, BL,=0

ist. Wir dtirfen annehmen, dass L, und L, ausser a, und a, keine
weiteren Schnittpunkte haben, Denn trifft das nicht zu, so kaxnn
folgende Transformation vorgenommen werden. Man orientiere L,
von a, nach a, und es sei b, der erste Schnittpunkt von L; mit
L,, der nicht in Gebiete G, liegt, ferner b, der unmittelbar vor-
angehende Punkt von L, L,. An Stelle der Punkte a,, as,... Gm,
werden die Punkte ), Gp,...,a, gesetzt, die folgendermassen defi-
niert sind; | o

1) Ist b, € G, s0 ist

ay=1"b, ay=by, ai=a fir i > 2;
- 2) Ist by & G, wo » > 2, o setze man |
a,==hy, g =by, a=a, fir 1 <17 und i =r—+41

8) Grehort b, zu keinem Gebiete G, aus I' so werden die a; wie
unter 1) erklirt, ' |

Das System der a; erfullt dieselben Bedingungen beztiglich A
und. B, wie das der o, In den Fullen 1) und 2) ist das evident,
Lim Falle 3)" gentigt die Bemerkung, dass weder A noch B ein
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8 (a;,a)) ist, weil ¢; mit a; durch ein Sttick von L, und adeh durch
ein Stick von L, verbunden ist. Daraus folgt dass weder 4 noch
B auch ftir i>2 ein S(a,a;) ist.

Fir die a, gilt aber die oben erwihnte Vereinfachung.

Wir nehmen also an, die Wege L, und L, bilden ein Polygon
D und bestimmen in die Ebene zwei 4-Bereiche 4,, 4,. Das Poly-
gon D besitzt nur zwei Scheitelintervalle (§ 9); es sind diejenigen
welche durch o, und a, bestimmt sind. Offenbar sind es ausgezeich-
nete Scheitelintervalle, sodass sowohl 4,, als 4; nach §10 Punkte
von A B enthilt. |

Die Gebiete @, der Menge T = {G,, Gy,..., G,} kdnnen in
drei Gruppen eingeteilt werden: a) Die Gebiete Gy und.G,, wel-
che die Scheitelintervalle von D enthalten, b) die thrigen Gebiete,

.weleche Punkte von D enthalten und c) Gebiete, die ganz innerhalb

eines der Bereiche 4, 4, liegen.

Wire die Gruppe b) leer, so witrde sich die Behauptung unse-
res Satzes ohne weiteres aus dem Satz von § 15 ergeben. Der Grund-
gedanke des Beweises besteht nun darin, dass man ausgehend von
dem Polygon D durch successive Einfithrung passender Querschnitte
zu einem System von s A-Beréichen gelangt, derart, dass jeder
dieser Bereiche Punkte von 4 B enthilt und dass genau s Gebiete
aus I' Punkte der Rindersumme der A-Bereiche enthalten, wihrend

- jedes der tbrigen G, im Inneren eines der A-Bereiche liegt. Die

Anwendung des Satzes von § 16 ergibt dann sofort den behaupteten

; ‘Satz. '

Um gleich allgemein zu sehliessen, ithmen wir etwa an, dass
nach Einfthrung von »—2 (r = 2) Querschnitten die Ebene in 7
nicht tibereinandergreifende A-Berciche mit der Rindersumme

(10) | R=R,+R,+ 7.

wo die Symbole auf der rechten Seite wie in § 12 za verstehen,
sind, zerlegt wurde derart, dass jeder Bereich Punkte von A .B ent-
halt und dass » Gebiete aus T, etwa Gy, Gy,... G,, Punkte der
Scheitelmenge ¥V enthalten.

- Es sei | |

(11) | H=@G..,+ G+ ...+ 4G,

die Summe der tibrigen Gebiete aus I'. Es ist also HV =0 und
wegen (10) |

(12) HR=HR,+} HR,.
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Wir machen nun die Annahme, dass die Menge HR nichtleer
ist, also etwa | -
(13) B HR,+0
ist. Fs sei ce HR,; da ¢ nach (11) einem der G, angehort, so ist
A kein S(ay, ¢) und es lisst sich ¢ mit o, durch einen Streckens
zug L verbinden, sodass

- (14) LA=0 7
ist. Bemerken wir, dass R=2R H+ RC(H) isﬁ, so folgt aus (12)
(15) LR=LR,H+4LR,H+ LR C(H)
Wir setzen

(16) { M=LR H

N=LR,H+ LRC(H).
Dann ist nach (1D) '
(17) LE=M~+N

Die Punktmengen M und N sind wegen ¢ eM,w a, ¢ N nichtleex
ferner folgt aus R, R,==0. HC(H)=0 und (16) dass MN=0
ist. Wir zeigen, dass M und N abgeschlossen sind. In der Tat ist

HC H+ A -+ B. also
LEECLRH+L&A+L&R

woraus wegen (D) und (14)
M=LRH

folgt. Des weiteren folgt aus HC H+- C(H), B, C R, dass

| LR, HCLR,H+LRCH =N
ist, und folglich ist '

N=LR,H-+ LRC(H)

Aus den Eigenschaften der Mengen M vnd ¥ folgt, dass es in
L— (M- N) mindestens im Intervall mit den Endpunkten p, g
gibt, sodass pe M, ge N ist Orientieren wir L von ¢ nach g, so
kénnen wir als p den letzten Punkt von M (der Wegen a, ¢ N von
o, verschieden ist) und als ¢ den zundchst nach p folgenden Punkt
von N wihlen. , . | |

Das durch p und ¢ bestimmte Stitek K von L ist dann ein
Querschnitt eines der A-Bereiche, etwa von A’ und zerlegt es in
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zwei Teilbereiche 4;, 4;. Fﬂr den Rand I’ von A’ gilt die in § 10
definierte - Zerlegung 2’ = D) -+ D, + &, wobei D' R, C D‘,
D' R,C Dy, 8" C V ist. Zwei Fulle sind méghch

1) geR,. Daon ist pe D, ge D, und wir haben den Fall o) von
§ 11. Das Randpolygon Dj von 4 enthalt dann ein Scheitelintervall

um den Punkt p. Und zwar ist es ein ausgezeichnetes Scheitelin-

tervall von D), denn es ist wegen peH in H enthalten, wihrend
jedes der tibrigen ‘Scheitelintervalle von D in 8’ also wegen §'C V.
HV=0 in C(H) enthalten ist. Analoges gilt fiir den Rand .D,

von 4;. |
2) geR,} V. Dann ist nach (16) ge C(H), und weil p& H und

- (14) gilt, so muss KB=£0 sein. Wir haben den Fall §) oder y)

von § 11. Dann enthlt wieder das Polygon D; bzw. Dj ein Schei-
telintervall um p. Dieses ist wieder ein ausgezeichnetes Scheitelin-
tervall von D; bzw. D, denn es ist wie bei 1) in H enthalten, da-
gegen ist jedes der ibrigen Scheitelintervalle entweder in &, also
wie vorhin in C(H) enthalten, oder es ist ein Intervall um ge C(H)
und dann ist es ebenfalls in C(H) ) enthalten. |

In beiden Fillen 1) und 2) muss nach 8 10 sowohl 4; als 4;
Punkte von A B enthalten.

Wir erhalten somit » - 1 A-Bereiche, deren jeder Punkte von
A B enthilt, wobei r 4~ 1 Gebiete aus I" Punkte der Scheitelmenge
des neuen Systems enthalten.

Die soeben ausemandergesetzte Querschnittkonstruktion - kann
nun auf das urspriingliche System der Bereiche 4,, 4, angewandt
und so lange wiederholt werden, als es in I' Gebiete gibt,‘ die im
jeweiligen System der A-Bereiche Punkte ihrer Rindersumme, aber
keine Punkte der zugehorigen Scheitelmenge enthalten. Da- I" end-
lichviele Gebiete. enthdlt, so muss dieses Verfahren nach endlichvie-
len Schritten seéinen Abschluss finden. Wir kommen dann zu einer

Zerlegung der Ebene in s <m nicht tibereinandergreifende A4-Be-

reiche A’, A”,..., 4 mit den Eigenschaften:

a) 8 Gebmte aus I' enthalten Randpunkte der 4%), dagegen liegt
jedes der tibrigen m — s Gebiele ganz innerhalb eines AW

b) jedes A® enthult Punkte von 4 B. | |

Es sei 4, die Anzahl der Gebiete aus I', die innerhalb des Be-~
reiches 4} liegen. Dann ist
(18) | . m=s-4 3 h, .

pml v
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Da h, <m—2 ist, so folgt aus dem Satze von § LD dass AW
mindestens %, - 1 Komponenten von 4 B enthalt. Also muss AB
nach (18) mindestens m Komponenten besitzen w. z. b. w.

17. Satz I1. Wenn der Durchschnitt von 2 Kontinuen A und B
beschriinkt ist mnd in m =2 abgeschlossene paarweise fremde Teilmen-
gen zerlegt werden kamm, so besitzt die Komplementdrmenge von A B
mindestens n Komponenien.

Beweis 1). Nach Voraussetzung ist

-AB=01+CS ++ Ou

wobei O, abgeschlossen, beschrinkt und fir é==k CC =0 ist
Es sei {a,, ay,... ,} ein Punkisystem, derart, dass a¢ C, uvnd
R=PO® 4 PO | P eine Summe von paarweise fremden
Polygonen PO, welche mit 4 B fremd ist und je zwei der Punkte
a, voneinander trennt. Die Menge R kann etwa tolgendermassen
bestimmt werden: man ordne die Menge der n———-——(n; 1) Punktepaare
{a, a,} und bestimme successive die Polygone PW, P®,... so, dass
wenn {a, a,} das lte Punktepaar ist, das Polygon P® die Punkte -
a,, a, trennt und weder A B poch die Summe der schon konstru-
irten Polygone P®M, P®,... P-1 trifit. Das Polygon P® muss dann
sowohl A wie B treffen. In jedem der Scheitelintervalle I® yon P®
(§ 9) wahlen wir einen Punkt p{’, diese Punkte zerlegen PO in
(abgeschlossene) Sticke, die abwechselnd Punkte von 4 und von B
enthalten; die Summe der ersteren sei P die der letzteren P,

sodass
pO— PP 4 PO, PPB=PPA=0, PP.PP=Z{

" ist. Wir definieren nun die Mengen

R1=2P§‘)3 R, ::EPE”;

Jmxl Twal

R, und R, sind abgeschlossene Mengen und es gilt
(19) R=R,+ Ry, R B=R,A=0, R, R, = endlich.

" Jeder Punkt von R, R, gehort einem Gebiete von C (4 B) an.
Es seien Gh, Gy,... G diejenigen Komponenten von C(4 + B),

N1ch vérdanke Herrn C. Kuratowski eine Bemerkung, die mir erlaubt hat,

eine urspriingliche Fassung des Beweises erheblich abzukiirzen.
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welotie Punkte von B, B; enthalten. Stmtliche Punkte von R, R,,
die im gleichen Gebiete G, liegen, seien miteinander durch einen
in G, verlaufenden Streckenzug L, (i = 1, 2,...m) verbunden, Ent-
hilt ein @, nur einen Punkt von R, K,, so. soll unter L, eben dleser
Punkt verstanden werden. | *

Wir betrachten die Punktmengen

(20) ‘M=FR +3L, N=R+IL;

M und N sind abgeschlossene und beschrinkte Mengen, es folgt
aus (20)
MN=31,,
fma]
und weil die L, untereinander fremd sind, so hat MN genau m
Komponenten, Ferner folgt aus (19) und (20)

M B =0, NA__O

also ist weder M noch N ein "S(a,, a,) fiir irgend ein ¢ =|=k die
Summe M - N ist aber ein S(a;, a,) ftir Jedes z:{: k, da nach (20)
M+ NDR,+ R, =R gilt. -

Die Anwendung des Satzes I ergibt: daher

m="

und diese Ungleichung enthilt die Behauptung unseres Satzes.

18. Aus den Sitzen I und II folgt unmittelbar:

Satz III. Die Summe wvon zwei beschrinkien Kontinuen, deren
keines die Ebene zerschneidet und deren Durchschnitt n =1 Komypo-
ponenten besitzt, 2erschneidet die Ebeue in n Gebiete ).
~ Satz III'. Hat der beschrinkte Durchschnitt von zwei- Kontinuen
unendlichviele Komponenten, so zerschneidet ihre Summe die Ebene in
unendlichviele Gebiete.

19. Die Sitze I, III und die Satze in § 10 und § 15 und ihre
Beweise bleiben giiltlg, wenn nur eine der beiden betrachteten Men-
gen beschrankt ist, vgl. § 5, Dieser Fall lusst sich auch durch die '

Methode der Inversxon %) auf den Fall der besehrankten Mengen
zurﬂckfuhren -

1) Hieraus folgt in Verbindung mit § 7 der Jordan'sche Kurvensataz,
?) Vgl. Kuratowski: ,Sur la méthode d'inversion...” Fundam, Math, IV,
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20. Satz. Es sei G ein Gebiet, dessen Begrenzung .F ein be-
schrinktes Kontinunm ist, ferner B ein beschrinktes Kontinuum,
welches die Ebene nicht zerschneidet und in G - F liegt. Besteht

‘der Durchsehnitt BF aus » =1 Komponenten, so wird G durch

B in n Teilgebiste zerschnitten, d. h. .G —BG ist Summe von 7
Komponenten. _ | T |
Beweis. Es ist

G-——BG% C(B) G = C[B+ C(@)];

hier sind B und C(G) Kontinua, wovon B beschrinkt, deren keines

die Ebene zerschndidet und deren Durchschnitt BC(G) = BF

» Komponenten besitzt. Nach § 18. und § 19. hat also G —BG eben-
falls » Komponenten. | :

III. Einige Hilfssitze.

21, Bs seien 4, B, C drei abgeschlossene Mengen mit den Hi-
genschaften: 1) B ist beschrinkt, 9) AC=0, 8) A4 B+ C ist
ein Kontinuum. A "

Dann gibt es eine Komponente von B, die sowphl 4 als C trifft.

Beweis. Es kaon B keine mit 4 und C fremde Komponente
besitzen. Denn wire H eine solche, so hitte sie von 4 + O einen

positiven Abstand d. In der Umgebungg von H gibe es dann ein

Kontinuum H’, welches H als echte Teilmenge enthalt und in
A-+B -4 ¢ slso in B enthalten ist 1). Das widerspriclit aber der
Annabme, dass H eine Komponente von B isi.

" Es seien B, und B; die Mengen derjénigen Punkte von B,
deren Komponenten die Menge A bzw. C treffen; es sind abge-
schlossene Mergen. Denn sei p=limp, Wo p,&B; die zu p, geho-
rige Komponente von B heisse K,. Die Folge der zusammenhin-
genden Mengen K, hat sinen nichtleeren unteren abgeschlossenen
Limes (p ist ein Punkt davon) also ist ihr oberer abgeschlossener
Limes K zusammenhingend ?). Aus K, 450 folgt KA==0und

da pe K, so ist auch peB,.

) Janiszewski, J ournal de I'Ecole Polyt. II. 16. 1912, Théoréme 1V.
"3) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre S. 302 |



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

176 Stefan Straszewicz:

Wiren nun die Mengen B, und B, fremd, so hidtten wir eine
Zerlegung |

A4+ B+ O=(4+ B) -+ (C+ B)

des Kontinuums 4 - B-}-C in zwei abgeschlossene und punkt-
fremde Teilmengen. Somit ist B, B, 3= 0; wenn aber ag B, By, so
trifft die zu a gehdrende Komponente von B sowohl 4 als C.

22, Satz. Es sei 4 ein beschrinktes Kontinuum und B eine
beschrinkte abgeschlossene Menge. Weder 4 noch B sei ein Schnitt
zwischen den Punkten a, b der Ebene.

Ist A+ B ein S(a,b), so gibt es eine Komponente B, von B
derart, dass A+ B, ein § (a, b) ist ' )

Beweis. Die Eigenschaft einer abgeschlossenen Menge a) Teil-
menge von B zu sein, und b) mit 4 zusammen einen S(a, b) zu
liefern ist induktiv, also gibt es eine irreduzible Menge H
von dieser Kigenschaft '). H'ist ein Kontinuum; denn wire H —
=M+ N, wo M0, N0 abgeschldssen sind und MN =0 ist,
5o wiire A + H= A +4 M)+ (4 + N) ein S(a, b), wihrend weder
A4+ M noch 4+ N esistund (4 + M)(4d -+ N)= 4 zusammen-
hingend ist im Widerspruche mit dem Satze I.

Tst B, diejenige Komponente von B die H enthalt, so ist-auch
4+ B, ein S(a,b) w. z. b. w.

Der Satz lisst sich auf den Fall ausdehnen, wo 4 ein nicht-
beschrianktes Kontinuum ist2).

23. Satz. Hs seien 4 und ‘B abgeschlossene und beschrankte

- Punktmengen, deren keine ein S (a. b) ist. Ist A+ B ein S (a,b),

so gibt es eine Komponente von B, deren Durchschnitt mil 4 unzu-
sammenhingend ist.

Beweis. Ist 44 B ein S(a,b), so gibt es ein Kontinuum
M A + B, welches ein S (q, b) ist %). Es ist M= M4 + M B, wo-

bei 2 Fille eintreten kénnen:

- 6) M4 ist in einer Komponente A, von 4 enthalten. Dann ist
MC 4, + B, also ist 4, 4B ein S(a, b); 4, und B erfullen die
Voraussetzungen des Satzes von § 22, es gibt folglich eine Kompo-
nente B, von B, so dass auch 4, - B, ein §(q, b) ist. Dann ist

" JL E J Brouwer, Amsterd. Akad. Versl, Bd. 18 u, 19.
?) Etwa mittels der Inversion.

) Mazurkiewicz, Fundam. Math. 1 S, g2 ff,, Hausdorff, Grundzige
der Mengenlehre S, 343.
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nach § 6 der Durchschnitt 4, B;, also atich 4.B; nicht zusammen-

‘héngend,

b) Es gibt eine Zerlegung 4 = A’ -+ A" sodass 4°, A" abgeschlos- -

den und punktfremd sind und M A’ =0, MA” &= 0 ist. Die Men-

gen MA', MA” und MB erfillen die Voraussetzungen des Satzes
von § 21, es gibt folglich eine Komponente von M B und folglich
auch eine Komponente B, von B, derart, dass A'B, =0 und
A" B, =0, also 4B, nicht zusammenhtingend ist,

Der Satz bleibt giiltig auch wenn A nicht beschrinkt ist. Dies
kann durch Inversion oder auch folgendermassen eingesehen wer-
den. Es sei m ein beschrinkter Polygonbereich mit dem Rande P,
der die Punkte o, b einen a und b verbindenden und mit 4 frem-
den Weg L, sowie die Menge B im Innern enthalt. Dann erfiiilen
die Mengen A* = An < P und B die Voraussetzungen des Satzes,
also gibt es eine Komponente B, von B die mit 4% also wegen
A*B==AB auch mit 4 einen nichtzusammenhingenden Durch-
schnitt hat.

Dem obigen Satze kann noch folgende Form gegeben werden:
Ist weder 4 noch B ein S(a, b) und ist der Durchsehnitt eicer jeden
Komponente von B mit 4 zusammenhingend oder leer, so ist auch
A+ B kein S (a, b). '

'24. Satz. Es seien 4 und B abgeschlossene und beschrinkte
Mengen mit den Eigenschaften: 1) 4 hat endlichviele Komponen-
ten, 2) weder 4 noch B zerschneidet die Ebene, 3) A+ B zer-
schneidet die Ebene in endlichviele Gebiete.

Dann besitzt B nur endlichviele Komponenten B, B,,... B,
welche mit 4 unzusammenhiingende Durchschnitte haben, Ist B* =

— 3 B,, so besteht die Gleichung.
1
ha(1+u) = hcu-{-s*)

Beweis. Es seien B,, B,... B, Komponenten von B derart, dass
die Durchschnitte AB, (¥=1, 2,... r) nicht zusammenhiingend

sind, und sei B* = 3 B,. Es ist C(4-+ B)C C(4 -+ B*). Jede
‘ 1

Komponente H von C (4 - B*) enthilt sicher Punkte von C(A+ B).
Denn fir die Begrenzung F von H gilt, weil 4 die Ebene nicht
zerschneidet, FB* <=0, also gibt es ein B,. sodass £'B, == 0 ist.
Wire um H(C A-+B, also wegen H( C(4) auch H(C B und

‘ 12

| Randamenta Mathematicae VII.
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H(C B, so wire H- B, ein Kontinuum tber B, in B gegen die
Annahme, dass B, Komponente von B ist. Daher ist Aguqpm endlich

-und

Po upmy = Poagm:
Es sei M die Summe derjenigen Komponenten von 4, welche

' B* treffen. Dann ist o apm = horw- Denn es ist C(4+ BHC

C C(M -} B¥), jede Komponente G von C (M- B*) muss aber
Punkte von C(4 4 B¥) enthalten, da 4 — M abgeschlossen und mit
der Begrenzung von G fremd ist.

Ist hpe > hy, so gibt es ein B,, welches nur eine Komponente
von N= M-~ B*— B, trifff. Dann zerschneidet B, nach § 20 (vgl.
auch § 26) mindestens eine Komponente von C(IV), sodass Agqsqmm >
> howy und schliesslich Ag gy pey > hp— by ist. Also gilt stets » <C
< by~ hcurn 4. h. die Anzahl der Komponenten von B mit nicht-

- zusammenhingenden Durchschnitten mit 4 ist endlich.

Umfasst B* alle derartigen Komponenten von B so ist

he iy = hogatn -

Wegen B*(C B liegt nimlich jede Komponente von (4 4 B)
in einer Komponente von C(4 - B*). Es seien a und b Punkte
von C(A - B), die der nimlichen Komponente von C (4 + B*)
angehtren. Dann ist keine der Mengen A - B* und B ein S (a, b),
ferner hat jede Komponente von B einen zusammenhingenden oder
leeren Durchschoitt mit 4 4 B*, somit ist nach § 23 auch ihre
Summe 4 - B kein S (a,b), d. b. a und » gehsren der nimlichen
Komponente von C (A -+ B) an. Also folgt Foiurny == hoagsny.

Der Satz ist richtig auch fur nichtbeschrinktes 4, wie man durch
Inversion dus einem Punkie von C'(4+ B) erkennt.

Folgerung. Ist ¢ ein Gebiet, dessen Begrenzung beschrinkt
ist und ‘endlichviele Komponenten besitzt, und B eine abgesch]os-
sene und beschrinkte Punktmenge in G, welche die Ebene nicht
zerschneidet, ist ferner ¢ C{B) Summe endlichvieler Komponenten,
so gibt es unter den Komponenten von B nur endlichviele, etwa
B, B,,... B,, ‘welche mit der Begrenzung von & nichtzusammen-
hingende Durchschnitte haben und es gilt die Gleichung
. hr;a(a):hc'c(n*)
wenn B* ..—-....?B,, bedeutet.

Der Beweis die\ser‘Behauptung ergibt sich aus der Bemerkung,

B

dass C(@) und B die Bedingungen des obigen Satzes erfullen.
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IV. Die Indexformel.

25. In diesem Abschuitte sollen die bisher gewonnenen Resul-
tate auf einen Spezialfall angewendet werden. Es seien 4 und B
abgeschlossene und beschriinkte Punktmengen. Wir setzen voraus,
dass die Komponentenzahlen hy, hay ke, hew und, falls 4 B == 0,

auch %, endlich sind. Dann sind aueh s, Aoasy hocatn endlich;

denn- es ist th,pp = byt o, Bown=houron = hoay + Pus; ferner’
ist im Falle 4 B== 0 der Durchschnitt einer Komponente von C(4)
mit einer Komponente von C(B) nach dem Satze I Summe von
héchstens h,, Gebieten, s0dass hguys = hou an = how bas h,s ist.

Im Falle AB=0 ist boeurn = hawhan- -

Unter dieser Voraussetzung werden wir die Zahl hg ..z der Ge-
biete, in welche die Menge 4 4 B die Ebene zerschneidet; berech-
nen. Zuntichst werden drei spezielle Fille erledigt.

96. Hilfssatz 1. Sind 4 und B fremd, so ist

(21) heasm = howy + ham—1

und zwar gilt das auch fir nichtbeschrnkte A und B.
Beweis. a) B sei zusammenhingend. Setzen wir

Cld)=0G+ G +...+ Gu

¢(B)=H, + H,~+ ...+ H,,
wo die G; und H, Komponenten von C(A) bzw. C(B) sind, so fc;lgt
22) 0(d+ B)— C(4) C(B)=2 G, H,. |

Die Mengen G H, sind paarweise fremd, ferner ist jede von

ihnen, die nichtleer ist, znsammenhéngend, d. h. Komponente von

A -+ B. Denn aus a¢ G, H,, be G, H, folgt, dass ‘'weder 4 noch B
ein S (a,b) ist, also ist nach $5 auch 4 - B kein §(a,b). Da nach
Voraussetzung B zusammenhingend ist, so ist es in einem der G;
enthalten, etwa B(C G,. Daraus folgt, dass fir i > 1 jedes G, iu
‘einem der H, liegt, m. a. W. es ist far i > 1 eine der Mengen
G H, (k==1, 2,... n) identisch mit G,; die tbrigen sind leer und
die Formel (22) erdibt . | o
(23) C(A+B)= 6,3 B+ Gy F ..+ G

Keine der Mengen Gy H, ist leer, denn aus Gy H,=0 wirde
folgen H,C ¢ (G,), also H,C ¢(&) und somit B C(Gh) =% 0 gegen

12+
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die Annahme. Die Formel (23) zeigt, dass C (44 B) in der Tat
m-n—1 Komponenten besitzt. |

b) Es sei h, > 1; wir nehmen die Griiltigkeit des Satzes fir jedes
hy < hy an. Es sei K eine Komponente von B und B == K- Bl,
also hy==1-hy; wir haben dann hc(/z+31) = hetay + hc(ﬁl)
hC(£)=—“hc(K)+ha(.51) 1, somit

(24) - hotay sy = how + hegny—hetxy -

Nun 1st A+B (4 + B 1) -—f—-I( also nach &) hC(A-}-f»') =
= hgtarpy =+ hogry— 1. Binsetzung in (24) liefert den behaupteten
Satz.

27. Der obige Satz bleibt giiltiz auch ohne die Vofauesetzung
der Endlichkeit von A, und k,. Wenn nur h,unendlich ist, so bleibt
der obige Beweis bestehen. Sind beide Komponentenzahlen unendlich,

so sei wieder C(B)=2 H, und {by, by,..., ,} ein Punktsystem der-
1
art, dass b,e H, ist. Es sei B,,(C B eine Komponente von B, die

oo

ein Schunitt zwischen ., und &, ist !); wir setzen B*=23B,,
folak

Dann hat B* endlichvielse Komponenten; ferner hat (B*) die glei-
che Komponentenzahl wie C(B). Es ist nimlich C(B)( C (B*), dabei
enthalt jede Komponente von C(B*) Punkte von C(B) (Vgl. die
Schlussweise in § 24), also ist kg = kesw); andererseits ist B*
fir jedes ik ein S(b, b,), folglich heravy =m = heay, somit ist
heay = ho. |

Wir haben also

(26) - hewren = has + hogay— 1.

Es ist aber A¢aysy =heears. Denn es folgt zundchst wegen
AB=0 dass jede Komponente von C (4 4 B*) Punkte von C (4 4+ B)
enthilt, dann aber miissen zwei Punkte, die verschiedenen Kompo-
nenten von C(4-}-B), d. h. verschiedenen G, H, angehoren, auch
durch 4 - B* getrennt werden, Sie gehtren namlich entweder zu
verschiedenen G, nnd dann werden sie bereits durch 4 getrennt,
oder zu verschiedenen H, und dann werden sie durch B* getrennt.

Somit enthilt (25) den behaupteten Satz.

1) Vgl Knaster et Kuratowski 1, c. 8. 84.
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9. Hilfssatz II. Wemn weder A noch B die Ebene zerschneidet
d. h. wenn hoyy=hgs=1 ist, so gilt ‘

(26) hetaray = hag — (hahy—hars)+ 1.

Diese Formel bleibt giltiz, wenn 4 oder B eine unbeschrinkte
Komponente besitzt und C(4+B)==0 ist (Inversion aus einem Pun-
kte von C(4+B). - .

Beweis. Es sei zuniichst 4 - B ein Kontinuum, d. b. by =1
Fir hy+hs=2 d. h. hy=hz=1 ist der Satz richtig (Satz III
§ 18). Wir nehmen h,-}%5>2, also etwa h,==2 an und setzen
den Satz fir kleinere Werte von- b+ Az als gliltig voraus.

Gibt es eine Komponente A, von 4 derart, dass 4, B zusam-
menhiingend ist, so setzen wir

A¥*=Ad—4, B*=B+ 4,

Dann ist hgs=hs—1, hae=hs, hpp=has—1, 4¥*4 B¥*=
A-- B. Fir 4*-} B* gilt der Satz nach Voraussetzung und § 6;
beriicksichtigt man die obigen Relationen, so folgt die Formel (26).

Wenn keiner der Durchschnitte der Komponenten A,.mit B
zusammenhingend ist, so muss, weil wegen A, p==1 kein 4,B
leer ist, jedes A4, B unzusammenhingend und somit 4,C(B)==0
sein, Es sei ped, C(B), qged, C(B) und es bhezeichne L einen
Streckenzug, der p rhit g verhindet und mit B frerad ist. Wir diir-
fen annehmen, dass AL ={p}-}+{g} ist: sonst wiirde man L durch
ein Teilstiick von I, ersetzen, das zwei benachbarle Punkte ver-
schiedener Komponenten von A verbindet. L liegt dann in einem
der Gebiete von (4 - B) und zerlegt dasselbe, weil 4 4 B =Kon-
tinuum ist in 2 Teilgebiete (§ 20). Wir setzen

A¥= A+ L.

' D&I’lﬂ 18t hA*:hA——*l, }I’C(A*+B)=hC‘(A+B) + 1, h,q*B :-"hAB- Fiir
A* - B gilt unser Satz nach Voraussetzung und § 6; beriicksichtigt
man die obigen Relationen zwischen den h, so folgt die Behauptung
(26) des Satzes. ,

Ist A+ B kein Kontinuum, so ergibt sich die Formel (26) in-
dem man fir die einzelnen Komponenten von 4 -+ B die Komponen-
tenzahlen ihrer Komplementirmengen nach (26) berechnet und darauf
den Satz von § 26 anwendet.

29. Aus dem obigen Hilfssatze II leiten wir eine Folgerung ab.
Es sei G ein (ebiet, dessen Begrenzung F beschriinkt ist und
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endlichviele Komponenten besitzt, und B( G eine abgeschlossene
und beschrinkte Punktmenge endlicher Komponentenzahl, welche
die Ebene nicht zerschueidet. Ferner sei F'B von endlicher Kompo-

nentenzahl und G C(B)== 0. Dann wird G durch B in

(27) " heow=hra— (hrths—hris)+1
Gehiete zerlegt. '

Der Beweis dieser Behauptung ergibt sich aus der Bemerkung,
dass G C(B) Komplementirmenge von. C(@)+ B ist und dass C(G)
und B die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 erfullen (§ 1).

30. Hilfssatz III. Sind A und B zusammenhingend, also hy=
—hg=1, und ist AB3=0, so gilt

(28) hegasny==heeay + hew - has — hoan — 1.

Beweis. Der behauptete Satz ist richtig, wenn A+ hosy=2,
d. h. wenn hgay=hgps=1 ist; dann ist niimlich aueh Agup=11?)
und wir erhalten den Satz III (§ I8). Es gentigt daber den Induk-
tionschluss beztiglich des Wertes von h,- h; durchzuftihren.

Es sei @, eine Komponente von C(4); man bilde eine Folge
(die eventuell nur ein Element enthult)

(29) GDHDGDHD....

wo Gy, G,... Komponenten von C(4) und H,, H,,... Komponen-
ten von C(B) ' |

Kanu diese Folge unbegrenzt fortgesetzt werden, so missen alle:
Glieder von einem bestimmten an, miteinander gleich, also z. B
G, :4:H9 sein, Man setze 4, = 4 + G‘,, dann ist hcrat )= hora,+8—1,
hepay=heay—1, 4,B=AB. Wendet man die Formel (28) auf
A, und B ap, so folgt sie fir 4 und B,

Lusst sich die Folge (29) nicht unbegrenzt fortsetzen, so sei etwa

" die Komponente G,=G von C(4) ihr letztes Element. Keine der

Komponenten von C(B) ist dann eine Teilmenge von G, d. h. BG
zerschneidet die Ebene nicht. Wir setzen 4;=4-4 G, dann ist

(30) hoiay = hoan—1
also gilt die Formel (28) fiir 4, und B, sodass

1) st C(A) C(B)+0 so gilt wegen C(4B)= C‘(A)-;}-(J(B) die Ungleichung

ho(asy = hoay+hom) — 1.
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(31) ho(amy==hotay+hom + has— heamy—1
gilt. Ist G C(B)==0, so folgt (28) direkt aus (31), wir nehmen also
G C(B)==0 an,

Es ist C(A44B)=C(4) C(B)=[0(4)— G| C(B)+ GC(B)=
— C(4,) O(B)+ G C(B) = C(4; +B)+ GC(B). Da GC(4;)=0
ist, so sind C(4,~ B) uwnd G C(B) fremd, folglich ist die Kompo-
nentenzahl von, @ C(B) endlich und es gilt
(32) hearny =heats) T hecm).

Aus (30), (81) und (32) folgt |
(33)  hearm =how + hewy+he ¢ B -+ has—heam — 2.

Um hgorpy zu bestimmen, beachten wir, dass BG nach § 24
nur endlichviele Komponenten besitzt, die mit der Begrenzung F
von @, die ein Kontinuum ist (§ 1) nicht zusammenhingende Durch-
schnitte haben. Diese Komponenten moigen K, K,,... K, heissen

und es sei M——:-?K,,. Nach § 24 ist hgcqy endlich und
hacmy = hacm-
Daraﬁs folgt weiter l;ach § 20, dass MF eine endliche Kompo-
pentenzahl besitzt; sie heisse m, dann ist (§ 20)
(34) heopy=m —r -+ 1,

Die Bestimmung von hguap ergibt sich aus der Gleichung
A, B = AB-}—B@, wenn man beriicksichtigt; dass ABG=0 ist,
also G und folglich auch BG in einer Komponente I' von C(A4AB)
liegt. S()mit ist h_pa(g'g') endlich und hC(A;B) =hc(43)+hp.5'(359—1.

 Ist @ die Begrenzung von I', so hat @ nach § 1 endlichviele

‘Komponenten, ferner ist (wegen F( A) OBG=FBG. Wendet
man auf I' und BG die Stitze der §§ 24 und 29 an, so folgt

| hl-‘C(BG_J - hl’ c(M) = h_(p M— (h,p+ hy—ha +M) —-|— 1.
~ Setzt man diesen Ausdruck in die obige Formel fiir h'g(A,B) eln
und beachtet, dass @ M= F M ist, so folgt -
(35) horas) = hoapy+m— (hg+7—ho+m)

Was schliesslich die Komponentenzahl von 4, B==-4B- B@
anbetrifft, so ist sie gleich derjenigen. von A B M. Bezeichnet @,
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die Summe derjenigen Komponenten von 4B, die Punkte von &

enthalten, 8o ist AB-} M=(4B— @,) 4 (P —}-M), ‘wo die beiden
Summanden auf der rechten Seite abgeschlossen und fremd sind

und daraus folgt wegen hg, =hg (§ 1)
(36) ha g =has— hg+ hoiu.
Aus (33) bis (36) folgt die behauptete Formel
hoasrsy=houay +hasy -+ hap— heamn— 1.

31. Die in den §§ 26, 28 und 30 abgeleiteten Formeln sind
Spezialfille einer allgemeinen Beziehung, welche die Losung der in

'§ 25 angedeuteten .Aufgabe listert. Um sie bequemer ausdriicken zu

konnen bezeichnen wir die Differenz
S
lyg= ha(A) h 4

als den Index der Punktmenge A. Der Index einer leeren Menge
wird gleich 1, derjenige der ganzen Ebene gleich — 1 gesetzt. Wir
beweisen den :

Satz. Erfillen A wnd B die Vorausseteungen von § 25, so ist
die Summe ihver Indices gleich dem Index ihrer Summe, vermehrt um
den Index ihres Durchschmittes, d. h.

(37) Ii4Ip=1Is4n+l1s.

Beweis. Rir punktfremde Mengen ist der Satz richtig; wegen
hA+B=hA+hB reduziert sich dann n#mlich (37) auf (21)

Es sei also’ 4 B==0 vorausgesetat,

Fir ha+hpg=2,d. h. hy=hp=1 ist der Hatz schon bewmsen
worden (§ 30). Es sei also hg+hp=n>2 und nehmen wir (37)
fir ha+hp<<n als richtiz an. Wenn etwa A, =2 ist, so sei
A=A -+ 4, wo A4,, A, nichtleere, abgeschlossene und: fremde
Mengen sind. Wegen 4B = 0. diirfen wir etwa 4, B== 0 anneh-
men. Es 1st b4, hp << n folglich gllt fir B=A4,+ B

(38)| In=TIprs=1Ln+ Is—Isz

Wegen 4, B —‘-i: 0 ist hg < kAﬁ—{—‘hB, somit hm—l—"hB‘r < ha+
~+h4,-Fhs=n; infolgedessen ist

(39) - Lypp=Tupp == Lo+ Ip— L4p .
+Aus (38) und (39) folgt wegen. 4, B’ = A, B

,(40) o IfH—B""‘Iﬂt+IAQ+IB‘“(IA‘B+1ARB)



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

oy =has, hoary=hoa+s (§ 23)-

Uber die Zerséhneddng der Ebene 185

da A, A, =0 ist, so hat man Iy—+Ils=1s+1, Ing+ lap=

"==1I45 -+ 1. Setzt man diese Ausdriicke in (40) ein, so folgt

IA+B:IA+1B—IAB‘ w. z. b, W.

392, Der Giltigkeitsbereich der Indexformel (37) lusst sich etwas -
erweilern..

Sie bleibt richtig, wenn eine von den Komponenten von 4 oder
von B unbeschrinkf ist. Fir diesen Fall bleiben die angegebenen
Beweise im wesentlichen in Kraft.

Des weiteren bleibt (37) richtig, weon 4 und B unbeschrinkt,
aber O(4) und C(B) beschrinkt sind, d. h. wenn sowohl 4 als B
‘das Aussere eines Polygons P enthult. Dies lasst sich durch Inver-
gion oder auch folgendermassen beweisen: Es sei st der durch das
Innere von P bestimmte Polygonbereich. Dann gilt die Indexfor-
el fir M— An und N=Bn und da die Mengen M, N, M- N,
MN entsprechend um | grossere Indizes haben als 4, B, A+ B,
AB, so ist sie auch fir 4 und B richtig.

38. Die Formel (37) lusst Spezialfille zu, die unter viel allge’
mejneren Voraussetzungen richtig bleiben. . ‘

Ist » B. AB==0 so gilt sie fur beliebige abgeschlossene 4, B
wie in § 27 gezeigt worden Ist. -

Als zweites Beispiel sei die Ungleichung

(41) hearn) < heway +hom+hap—1

angefihrt, die im Falle 4B==0 aus (37) wegen harp<<ha-t hs
folgt. Sie bleibt richtig, auch wenn A und B unendlichviele Kom-
ponenten- haben. Denn seien A’ bzw. B’ die Summen derjenigen
Komponenten von A’ bzw. B’ die entweder die Ebene zerschneiden
oder Punkte von AB enthalten, so ist A'B' = AB, hgay,=hoa)
Nun haben 4’ und B’ end-
‘liche Komponentenzahlen also gilt fir sie die Formel (41), somit
auch fir 4 und B. | |
'834. Hs sei schliesslich nocli hemerkt, dass ans der Formel (37)
der Satz I (§ 18) gefolgert werden kann. Es selen die Voraussel-
zungen des Satzes I erfillt. Wir nehmen zun#chst noch an, dass A
und B endlichviele Komponenten haben und dass keine Komponente
von A mit B und keine Komponente von B mit A fremd ist. Es
seien G und H diejenigen Komponenten von C(4) baw. C(B), wel-
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che die Punkte a,, ds,.., a. enthalten; ihre Begrenzungen und somit
auch C(G) und O(H) haben (§ 1) endlichviele Komponenten.

Es ist zu beweisen, dass h4p nicht kleiner als m sein kann. Ist
nun hyp endlich, so ist auch hgg) cary endlich. Denn einerseits ist
AB(C C(G) C(H), andererseits enthilt jede Komponente K von
C(@) C(H) sicher Punkte von AB. Sei nimlich p ein Randpunks
von K, etwa ped und 4, die za p gehirende Komponente von 4.
Es ist entweder 4,(C K und also wegen 4, B=0 auch KAB==0,
oder A (C K, dann ist 4, K. K —4; KC AB. Es folgt somit

| heey oy = hap. |

Auf C(G) und C(H) darf also die Indexforinel angewandt wer--
den (§ 33); berticksichtigt man, dass hg =hy=hgiy==1 und,
wegen C(G) O(H):‘:O, hﬂC(G)..}.C(H)é ha(a)-l'-hc([{) — 1 ist, 80 folgt

hote) o == harr=2m

,und in Verbindung mit der ersten Ungleichung

hAB—% m.

Es seien jetzt 4, B beliebige abgeschlossene und beschrinkte
Mengen, welche den Voraussetzungen von § 13 gentigen. Ist 4B,
vou endlicher Komponentenzahl, so seien A’ bzw. B’ die Summen
derjenigen Komponenten von 4 bzw, B, welche Punkte von 4B
enthalten. Dann erfiillen 4’ B’ beziiglich der Punkte o, Uiy v Gy
die gleichen Bedingungen wie 4, B. Es ist nimlich 4’} B’ ein
S(a, a); dennist MC A} B ein irreduktibler Schnitt zwischen g,
und a,, so ist M ein Kontinuum und M AB==0, folglich muss
M 4’+ B’ sein. Ausserdem geniigen 4’, B den vorhin gestellten
Bedingungen, somit ist A4 5 =m und wegen A’ B'=AB auch
hag = m, w. 2. b: w.

Nachtrag.

Leider erst nach Drucklegung der vorstehenden Arbeit habe ich
die Abhandlung von A. Rosenthal ,Teilung der Ebene durch
irreduzible Kontinua® (Sitzber, Bayer. Akad. 1919) kennen gelernt,
die mit dem obigen manche Bertthrungspunkte besitzt.

Ich erlaube mir, kurz darzulegon, wie der Hauptsatz von Hrn,
Rosenthal, der von ihm mit Hilfe der Carathéodory’schen
Theorie der Randelemente begrtindet wurde, aus den Resultaten
dieser Arbeit gefolgert werden kann. Der Satz lautet: |
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Die Summe von zwei beschriinkten Kontinuen A, B, die zwischen
den Punkten a und b irreduzibel sind und ausser a und b keine Punkte
gemeinsam haben, bestimmt in der Ebene genaw zwei Gebiete, die von
dem ganzen Kontinuun A-+ B begremzt werden. Jedes der ibrigen

 eventuell vorhandenen Gebiete von C (A4 B) wird von einer Teil-

menge von A oder von B begrenzt.

Beweis. Aus der Irreduzibilitit von A4 und B folgt zunéchst
(Rosenthal 1 e 8. 103), dass A—{a}—{b} in einer Komponente H
von C(B) und B—{a}—{b} in einer Komponente G von C(4)
liegt. Daher ist jede Komponente G'== G von C(4) mit jeder Kom-
ponente H'=k H fremd. Wir betrachten nun die Mengen:

A*=C (@), B¥*=C(H); -

A* und B* sind Kontinua, keines von ihnes zerschneidet die Ebene
und es ist A* B*= {a} - {b}. Fernter ist mindestens eine der Men-
gen A* B*beschrinkt Denn sei O eine Kreisfliche, die 44 B
in Innern enthalt und B der Rand von ¢. Ist RA* <=0, so muss,
weil R keinen Randpunkt von 4* enthalt E(C A4* und daher
R B¥* =0 sein, sodass BC @ ist. |

Somit zerschneidet A* - B* die Ebene in genau zwel Gebiete
4, A, (§ 18 u. 19) mit den Begrenzungen Fy, F,. Nach § 15 muss
sowohl F, als #, die Punkte ¢ und & enthalten. Es bleibt zu zeigen,
dass F, und F, mit A4 B identisch sind. Es ist Fy=F, 4+
-+ F, B, es geniigt zu zeigen, dass F, A=A ist. Es milssen non
2 und b derselben Komponente von F, 4 angehoren. Denn wire
F,A=K,+ K,, wo K,, K, abgeschlossen sind und K, K,=0,
ac K,, beK, ist, so wire .

F, = K, + (K, + F, B).

Sei m e4,, n &4, ;' wegen 4, + 4, = GH ist keine der Mengen
K,, K,, F, B ein 8 (m,n), ferner ist F, BK, ={a}, , BK,= {6},
also wire F, nach § 6 kein S(m, n), withrend es doch die Begren-

zung von 4, ist. | .
Da A irreduzibel zwischen ¢ und b ist, so folgt hieraus FLA=A4

- w. z. b. w.






