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-On voit sans peine que la classe
M By = 90, - 96y - Iy ...

est la plus petite classe & satisfaisant aux condiions 1), 2) et 3).
La formule (1) fournit en méme temps une classification d’ensem-
bles formant &, en une infinité dénombrable de classes.

La premiére classe &% est formée de tous les ensembles liné-
aires fermés, Nous prouverons que la classe J%4 coincide avec la
classe de tous les epsembles F, Iinéaires; en d’autres mots nous
prouverons la proposition suivante: :

Pour qu'un ensemble linéaire soit un F,, il faut et il suffit qu'il
soil ume image wniu 2 et continue d'un ensemble lindaire fermé.

En effet, tout ensemble fermé étant une somme d’une infinité
dénembrable d’e ‘bles fermés et bornés, et toute image univoque
et ¢ ntmne d’'un ensemble fermé ot borné étant fermée, on voit
qu'une image univoque et continue d'nn ensemble fermé (borne ou
non) est tou]onrs une somme d'une infinité dénombrable d’ensembles
fermés, c’est a-dire un F,. Or, soit & un ensemble lindaire qui est
un F,. Nous pouvons évidemment regarder £ comme une somme

=F4+F+F+. ey 00 F (n=1,2,...) sont des ensembles
fés aux diamétres < { (en déeonposamf en poriions, &'l faut,
}s&s an&embles fermés dont la somme est I'ensemble E). Désignons
par D, Tense mble superposable avee F, et contenn i lintérieur de
Vintervalle {(n—1, u). On voit sans peine que I'ensemble @ = @, -

\—-f- @ + D; ... sera fermé ot que I'ensemble E sera une image

univoque et continue (u vénéral non biunivoque) !) de I'ensemble &.

Nous avons ainsi démontré que la classe &% coincide de avec
la classe de tous les ensembles F linéaires. Par coséquent, la classe
My =1c (ar,) coineide avec la c.lasse de tous les ensembles G, liné-
ires. Les images univoques et continues des ensembles G, liné-
aires sont les ensembles (4) de M. Souslin %): done, la classe
e% == g (Hy) coineide avec la elasse de tons les ensembles (4) liné-
alres, et parsuite la elasse dg — ¢(d) — avec la classe de tous
les en sembles linéaires, o nmpléaentalres aux ensembles (4). La classe

‘:] 15 mﬁmm ordre d'idées fut établi le théoréme suivant: pour gu'un en-
semble &a ?wp&m & n dimension soit un F,, il faut et il -suffi qu'il soit une
image | que of continue d'un &nsembla fermé & n-4 1 dimensions (Voir
C. Kur&hwski ot W. Sierpifiski: Téhokw Math. Journ. 1921). ‘

) Voir p. o. Bulletin de I'Acad. des Sciewces de Cracovie 1918, p. 163. ss.
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I = @(JG) et donc la elasse de bautes les images
eonnnneﬂ des ensemblesd eomplémentaires
Remarquons que les enmmblgs linédaires gm m
et continues des ensembles com ;
coincident avec les prqj&atwm orthogonales
plémentaires aux ensembles {A),

B

En effet, soit E=CH, ot H est ail' ensemble {A) Hndaire, et
fonction définie pour les pomts de lensemble E et continne dans E
par II I'image de la fonetion fix) [c'est-a-dire I'snsemble de tous les W i:c,y)
dd plan, ot xe B et y‘"""ffﬁ), st posoms I = H+E’ Or, désignons |
Pensemble de tous les points v,y du plan, tels que ze F; ﬂE étant un enser
ble (4) (lindaire), on voit sans peine gue C P sera un emsemble
etion s (x) étant continwe dans E, noms tromvons sans peine

&%t résulte tout de saite {F Stant uwn emsemble plan. domt le eomuy mtaire
un ensemble (d4) et IT étant fermé) que ITest an emsemble compiémentaire d
snsemble (4) plan. |

fonction f{x} coincide avec la projection de Hensem
données.
Nous avons ainsi démontrd gue toutl e

anivoque et continwe d'un mmb&& oomplén
zet ume projection d'un ensemble
prouversns maintemznt ja réciprogne
mentaire est un ensemble
semble hnéaxre, dont le wmpsiémmm m un e

on voit sans peine que, saus &mnu&r i 6 de | demanss
*ensermble E est WM flam Jo carré K sux

©, 1), 11,0 (8, 1. Soi fvmwéf% 1=9() OIS I conte

(z, 9,2 de "W m que %ﬂsﬂﬁ CE étaam un engemble {A) B

un ensemble {4} dans I'espace & 3 dimensions, ainsi que T’mwh% P=FQ.
signons par H l'ensemble de tous les mombres réels £ de {0, 1), tels gue

{qam, w(t))eC E: on voit sans peine gue H est la projection sur I'axe 0 Z de

'ensemble P: c'est domc un ensemble {4) linéaire [ume projection sur mn axe d'an .

ensemble §A} dans l'ampace é, un mmhre quelcongue de dimensions &

n ensembl séquent I'ensemble C H, c'est-d-dire I'ensembl
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les nombres réels ¢ de (0, 1), tels que (9; (), w(t)) e K, est un complémentaire & un
ensemble {4} linéaire; les fonctions @ et 9 étant continues, il en résulte que E
est une image univoque et continue d’un ensemble linéaire, complémentaire & un
ensemble (4) (notamment &4 H).

Notre proposition est ainsi démontrée complétement.

Les ensembles (4), ainsi que leurs complémentaires, étant, coni-
me on sait, sommes de & ensembles mesurables (B), et les images
univoques et continues des ensembles mesurables (B) étant des en-
sembles (4), on voit sans peine que les ensembles formant la classe
S sont sommes de ¥, ensembles mesurables B. Il en résulte qu'ils
ne penvt avoir aueune puissance qui serait comprise entre R,
et 23»
~ Quant aux enaables de la classe &, remarquons qu'on les .
abMesnt h partir des ensembles (4) plans de la manidre suivante,
E étant un ensemble plan donné, désignons par v (#) I'ensemble
de tous les nombres réels b, tels que la droite y =15 est contenue
dans E. La classe % est constituée par tous les ensembles v (E)
correspondant aux epsembles plans E qui sont des ensembles (4)
(La démonstration résulte immédiatement de la remarque que o,
est la classe de toutes les projections des ensembles complémen-
taires aux ensembles (4) plans sur I'axe d’ordonnées),
~ On peut démontrer sans peine que chacune des classes o, 74,
e%;, e%, em contient des ensembles qui n'appartiennent pas aux

ses- préoédentes. P. e. I'ensemble de tous les nombres rationnels

‘_ Wmﬂm 5 e%; sans appartanlr & J ; Pensemble de tous les nom-

bres irrationnels appartient 3 J, sans appartenir & & + . Cenx
des ensemblés (4) qui ne sont ni des F, ni des G; appartiennent
A I, sans appartenir & 9 - 3 ~+ 9. Or, soit £ un ensemble (4)
dont le complémentaire C E n'est pas un ensemble (4)1):- I'ensem-
ble C E appartiendra évidemment & J4 sans appartenir & &, + 9 +
~+ 9% + ;. Soient maintenant E, et K, deux ensembles (4) dont
les | u‘smalres ne sont pas de ensembles (4), tels que E, est
mmé dans lintervalle (— 1, 0) et E, dans lintervalle’ (0, 1). et soit.
I le @omp%émfmre de E, par rapport & lintervalle (— 1, 0).

stence: de tels ensembles a 6té prouvée par M. Soushn Comyta
g, t. 164, Rote du 8 Jumer 1917; v. sussi N.Lusin et W. 8ierpinski:

ermal de Mathématiquee 7e série t. TI. (1923), p 6b; W. Sierpinski: Fund,
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d'ob résulte sans peine que Pensemble E ---H, +E! 'mm
univoque et mntmue de T'ensemble H, + X, ensemble qui appar
tient 4 % (la somme de deux emsembles de e?t,, é%twt un ens

E n’appartient pas & X, (d'aprés la définition . } et la portios
E, de E nappartient pas i %, d'oh rémﬂ% qme. s :mble £ n’
partient pas & o, -} &%, donc non plus & 4. 1a

"Jf; contient donc des emsembles qm mg articnnent b

On panrratt démontrer qme chacune des
ensembles qui n’appartiennent »paa anx
bornerons 4 prouver cela eacore pour les classes

Jai démontré dams ce vulune {p 2' Ye
ble (4) plan dont les intersecti ns par les droites pa
d’abscisses donnent tous les emamh%s {A}
odifiant un peu ma dé«m@ istration. ¢
prouver Pexistence ‘’un ensemble (4) dens Pespae )
sojt E, dont les intersections par des plans paralitles a
donnent tous les ensembles (4) pkm L’”’- tersection de
par le plan y = 2 est un ensemble aonS
complémentaire par rapport au ;;?"»4 pa
de H, sur la droite y = 2, m.—i ~ee sora éviden

de la classe %, {(comme projection &'um
d’un ensemble (A) plan). Or, soit H le ,

rapport & Pespace & 3 dimens et désign _
&e E sur le plan z = 0 i resm!@a t dﬂ mm_@hfh

conna do disgonale que I Pm}ewnm u |

4 Bull. Acad. Gmamc L e
Fundamenta Mathematicas VIl
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ensemble de la classe o dont le complémentalre (par rapport & cet
axe) n'appartient pas & J, et parsuite appartient & ;. Or, la classe
o -nt vontes 1&3 olassas Pr enbes, nous avons obtenn nn

] i'mleg a;nalogue h‘-eelle d’aprés laquella nous avons

démontré Pexistence d'un ensemble de la classe &, qui n’appartient

pas aux classes précédentes, permettrait de démontrer I'existence

d'un ensemble de la classe &% qui n’appartient pas aux classes an- -
ﬁéawums.

i?nmt que 1es classes %, (r=1,2,3,...) sont toutes différen-

s résulte sans peine que ls somme et le produit d'une infinité

| bmb]e ‘ﬂ’emmhles de e% ne sont pas nécessairement des en-

nbled de %

~ Onm rci; démentrer que les ensemblbs formzmt les classes %, .
et & sont mesurables (L)1) et quils jouwissent de la propriété de
Bai re’), oz, on me sait pas si tout ensemble non dénombrable ap-

partenant a a; contient un sous-ensemble parfait. Or, je ne sais pas
si les ensembles de la elasse %, sont fous mesurables (L) et s'ils
jwmssem de la p:mpn de Baire.

eﬁet, L, est évidemment la classe de tous les ensembles
ts. L'ensemble de tous les nombres rationnels, comme image
ot continue &’wn ensemb)

parfart artient & la eclasse £;, done
plémentaire I’&mbi& N de tous les nombres itrationnels,
‘t a ,e;‘ ’I‘t ensemble (4) étant une image univoque et
us de Pensemble N, la classe £ contient tous les ensembles
‘ Ir les emales formant £,, comme ouverts, sont
16 image univoque et continue d’un F, étant un F,,

oneluons qme les e ,_"?Jles formant 2, sont encore des Fd,‘

“') X Ln:'”':u“jet W. Bnrpuiakl Bu]“l Kead, Cracovie 1918, p. 44.
’3 N. Lusin et W.' Bierpidski: Journal de Mathématiques 7e série t. L

(1923}, Es 68 s aussi 0. Nikodym: ce volume, p. 153.
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voque et continue d'un G, étant un ensemble (A), il en résulte gue
tout ensemble de la classe £ ast un ensemble {4)

Nous avons done démontré qua h classe £, corneide avee |
classe de tous Im ensembles (A} aires, ﬁ}’mﬂh‘ﬁu m %w%
d’oh résulte tout de suite ]aafﬂtmmﬁ (2)- La classificat RUR o £
+£,+£, +‘_, ne différe done p“ pssentiellement
cation J, =o + M+ +-...






