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Quelques coupures singuliéres du plan.
‘ f’n '
Bronistaw Knaster (Varsovie).

Je me propose dans cette Note de définir les exemples et de
démontrer les propriétés sous-indiquées de suivantes coupures du plan:
L Coupure ne contenant aucune coupure irréductible (exemple @).
IL. Frontiére commune & un nombre fini arbitraire ou A& une
infinité .de régions du plan (exemples 8, et @, resp. B, el @)
III. Famille de @coupures irréductibles disjointes dont aucune n'est

ane ligne de Jordan (exemple 9).

Ces exemples se rattachent aux résultats établis par M. Kura-
towski dans son ouvrage sur les coupures irréductibles 7). Ils en
complétent - certains théorémes importants: lexistence des exemples
en question prouve notamment que ces théordmes ne sont pas rem-
plis dans le vide. A :

C'est ainsi que le. continu @?) repond aux théorémes suivants
(qui en déterminent, par conséquent, les propriétés): toute coupure.
du plan qui ne contient aucune coupure irréductible coupe le plan
une infinité de régions %); tout continu qu'elle contient et qui
coupe le plan est un continu non-jordanien 4).

Y Fund. Math. VI, p. 130. J'en emprants les notations et la terminologie.
*)} Un autre exemple d'un tel continu & été costrnit il y a quelques années

" par M. O. Nikodym, mais na pas été publié,

% L ¢, p. 135, th, IV. : ‘

)1 e, p. 140, corollaire. On en déduit notamment par la méthods d’inver-
sion (C. Kuratowski, Sur la méthode d'inversion dans P Analysis Situs, Fund.
Math IV, B. Knaster et C. Kuratowski, Sur les continue non-bornés, Fund,
Math YV, § 1, p. 25) le théoréme snivant: o '

Tout continu de Jordan gqui coupe le plan contient wune coupure trrédu-

<tible -(complite). | -
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Or le pmbléme d’ex;mwee de tealkw con
ples & et € la solution affirmat
du ihéorédme 3).
Enfin, étant donnée unme famille nos-dénombrable
-dm‘)omtes et bom@a, toutes ces mmpm&s, sauf un nombre §
une infinité - mbmh%e, sont irréductibles et compent 1& ph.m en
2 régmm 9. L'exemple d'une telle famille de wupm est fmma
d’aillears par n'importe quel ensemble non dénombrabl iTeo:
ences concentriques. Mais ee sont das mnhmna de Jnrdan il

86 présema dooe un probleme p

-

stence d'une famille po
}erdan ilennes et eest ex
lears ,"UIM-:'!-» ﬁumér;qnaa et en gémém’{ &eﬂw WI .
dﬁ& leurs définitions par le ealeml é&lémentai o daetion
‘Mw' par contre, sur les conséquences 39pﬂ10g1quas && po
propriétés, autant gu'elles Int@manmm dans e inOnReTerd

Le continn @ va étre constru reme
-circonférences. Il se eompose — comme om va le voir — ﬂ’ma
suite infinie de lignes

(1) Aoy Ayy Asye.ny A,,...

qui coupent le plan et qui sout sape

consoguent, ne compe le plan {1 <, p. 138, th. VI),
%) Les conpures signalées par M. L. E. J. Brouwer (Math. Ann, 68, 1910
et Proceed. Akad. 8¢, v. Amsterdsm 1911, 1919) et par M. Dznjﬁy (Gmwu
Rendus d& FAcad. des Be. 151, Paris 18100
décompozab} dtantres
9L e,p lké m. V1L
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chacune de cas lignes tend asymptotiquement, par des oscillations
de plus en plus longues et serrées, vers la suivante toute entiére, et
partant. vers toutes les suivantes (voir fig. 1, p. 269) — sans se
condenser toutefois sur elle-méme, comme c'est le cas, par exem-
ple, des lignes dites composants des continus indécomposables (que
I'on observera dans l'exemple ).

Les propriétés topologiques du continu @ seront déduites de
celles d'une suite des points d’intersection de la ligne 4, avec I'axe
X c’est pourquoi je définis & & l'aide de cette suite. I1 existe, en
outre, une relation intime de structure entre & et les continus &,
et @, ce qui permet de passer des propriétés topologiques du pre-
mier & celles des deux derniers, malgré qu'elles en soient si diffé--

& désignant l'ensemble parfait non-dense composé de nombres

(x4 %) ob 0sCx<C1 puisse 8ire éerit dans le systéme de numé-

ration 4 base D sans chiffres 1 et 3, soit N, ., (ol m > 0<n)
ansemble des nombres x & 87, satistaisant & la conditon:
n-+1—Y~"TeCn+1— 3"
Ainsi définis, | -
(2) les ensembles N, ., n'onl aucun élément commun, lorsque leurs
indices différent par la valeur de m oy de n,
et on a pour tout » fixe N

= (n;}-fl) —{-—ﬁoN_,,,.

Tout emsemble N_ ., est syméirique par rapport au point.
(n4+1—7/,.5™) que jappellerai son cenire. Enfin, je désignerai
par. I, Pensemble composé de points n et # + 1 et d’extrémités des
intervalles de I'axe X contigus & 7.

Ceci posé, considérons sur 'axe X la suite de points U, = {x,}., ot

(3) Tg=0, 1z =2
(4) 2y (i>0) est symétrigue & z,,_, par rapport au centre de lin-
tervalle impair de l'axe X le plus rapproché

(ceut & dire, par rapport 2 2 E g“m—"%l—ﬂ-{‘-‘/a)

(B) Zyeyu (i > 0) est symétrique & x,, par rapport au centre de l'en-
semble N, ., qui le contient |
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On constate par recurrence que
16} sizely, oma x-Exe],,
de sorte que powr tout i}@ il existe an indice wm. n tel qgue xg & N, » ot il est
unique en vertn de (2). La suite U, est par conséqment défimie.

Je ferai passer par tous les points de cette suite la Ligne 4, de
fagon que U, forme l'ensemble des points d'interssction de 4, avec
les segments pairs de 'axe X. Posons notamment:

(7) A4y == Dn

2 P

olt
(8) D, est la demi-eirconférence gui relie les pointsz, et z, en
passant au-dessous de l'axe X.

(8) Dayyy (i 2> 0) est la demi-circonférence qui unit les point =z,
et x,,,, de U, en passant au-dessus de 'axe X.
{10) Dy, (> 0) est un arc simple composé de trois demi-eir-
conférences dont la premidre (qui peut se réduire & un point par
coincidence de ses axtxémi@éa)e et Ia troisiéme, déerites an-des-
sous de i’ ssent respeetivement les points x,_, et z,, de
U, aux ts qm Iewr sont sy%qu@s par rapport aa point im-

(11) &:—;3;.

On voit par induction que l'on & D, D,,={(s.,,) et que, pour
tout 7 > 1, D, est dﬁ}mﬂt de B%-H' En conséguence:

(12) 2 D, est un arc simple, quel que soit k> 0.
-

Il en résulte en veriu de (7) que 4, est un semi-continu et de
Ii, en vertn de (11}, que & est un continu. Il est non-borné,
comme sur-ensemble de la suite BOD-DOTREE |
dérations suivantes, qui concerment la suite auxiliaire U,.

On a en vertn &a{ﬁ)ﬁ;c Z1,. Or, les points z,, et ., de U}

étant situés d'aprés (D) Mm}em sur um méme ’
nant alors, selon (4), & I 5, on peut pr

13y U=+ Z Uy s
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Il est & remarquer & ce propos que

{18)  la correspondance (6) ramge en ume suite tous les points de I,

qui est un ensemble dense en soi, tandis que I'ensemble U, est clairsemé,

On prouve par induction que

(15) pour tout m > 0 l'ensemble U, - Liuyy est la somme disjointe
densembles obtenus de U, . I, (0<Ck<Cn) par translation ¢ dro-
ite de longueur 2n 41— 2k.

Il en résulte que, U, désignant d'une fagon généra.le I'ensemble
des points (z—- 2n) oL z & U,, on a pour tout > 0:

Uu Ian-l-1""2 Uk Iz-+1a
&ob, en vertu de (18), U,= 2’ U, et par translation:
16 U,,=EU, =23 U,,.
(16) 2 V=2 U,
On a, en ouire, quel que soit n > 0:

(17 U,.0u2=U,.U0,=02n+2)
ot |
(18) U,. Uyy=U,. U.,, = ensemble vide,

pour tout p > 1.

Considérons, en effet, le cas de U, tel qu'il se présente selon la formaule (18).
Chacane des parties Uy.7,aqy (on % > 0) est disjointe en verto de {15)-de toutes
les partios des ensembles U,, U,,... qui sont situdes sur le méme 1,,,; et, & plos
forte raison, des autres parties de ces ensembles.

D'aprés (13) il ne reste donc & examiner que la partie U, .1, de U,, le point
{0) n'appartenant 4 aucun U, (n>>0). Or, on a: U,. L, =(2) et ce point appar-
tient par définition 2 U, c. ¢. £. 4.

Ce raisopmement s’applique par translation i toot U, Uty " >0 ) ot

il pent 8tre &tendu en raison de (16) & U, . U.4,. Les formules (17) et (18) sont
ainsi établies.

Il en résulte en vertu de (16) gque

(a%) F déngmmt une suite finie arbitrairement extraite de U
on a:

E“U..,,, CU -F
On remarquera enfin que Ia proposition (14) entraine l’inclilsiop:
(20) L C 2 U

pour tout » > 0.
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me faQOB g’éﬁéﬂlﬁ par Aa la h*gﬂe COmMpOsee dﬁ U‘f.-t& r
ou (7, y) ¢ 4,.

FI6. I

M@Wﬁmm&amgmﬁgmkymw

La pm*opnéte (16) de a donne h&&ﬂ & h props i6id smt
de A_:
(21 A = ,2 =3 A
( ) A% A‘*‘}f ':pAs—Ha

d'ol1, en particulier, d"a,pxéa (II)
comme je I'ai signalé au débat.
De B, les formules {17
mules analogues pour A4,:
(23) A, A=A, 4,,=02n+2)
et

qu&l que soit p> 1.

séquent un rayon topologiqas r}
initiales de tous les 4, {n)@},gmhm

gﬁﬁﬂtparl},wadmd MCL,&W
{%) | (A' - L) 'A-}-r=m m toRs
Enfin, on déduit de (19) que

(26) Z4.C4—2D,

n=20<p

‘l) t,m i &i‘n‘t’ an m&& m“‘m‘ omeomoerphe &"m M
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quel que soit k>0, et on voit par induction que la propriété ana-
logue subsiste pour tous les 4,. Elle interviendra dans la suite
sous la forme plus générale que je vais établir & présent:

(27) Etant donné un arc simple S & exirémités a et b situé sur

la partie quelconque b D, de A,, tout sous-continu K de & qui relié

fum}
a & b sans passer par d’autres points de S contient 2 D,.
i>k
Supposons en effet, qu'il n’en soit pas ainsi, Il existe donc un tel indice
k, > k et un tel point ¢ que g& Dy, — K. Soit d'autre part p un point arbitraire
de 8 — (a) — (b). En désignant par T' l'arc simple 4 éxtrémités p et ¢ contenu
dans 4,. oo 2 donc par hypothése (p)4-(9) (C 4o — Do, dou T( A4, — L, ce
qui implique en vertn de (25} que 7.4, =0.
Soit maintenant ¢ un nombre naturel tel que les distances de T 2 4,, de p
o0
4 K et de ¢ & K, ainsi que la Jongueur de l'intervalle contign & 3 &7 et ayant
R ‘
pour extrémité le point x, de Dy,, dépassent 5
Entourons chaque point de' I" d’un cercle de rayon r = %39 ot désignons
par B la région composée d’intérieurs de tous ces cercles. On s done (en suppo-
sant ésigné par b celui des poinis a et b qui appartient & T)):

(28) 6sK.C(R) et be K. R.

Or, la frontiére F'(R) se compose par conséquent:

1® de deux lignes paralléles 4 T'; ces lignes sont disjointes de A, pmaque |
leurs points d'intersection avec I'axe X (s'il y en’a) sont situés i I'intérieur des
intervalles contigus aux ensembles @7, la longueur de ces derniers dépassant en
tout cas le rayon r. Elles sont disjointes d’autre part de A4, , la distance de T
4 A, étant dgalement snpérienre & r. Ces denx lignes sont donc disjointes. selon
(21) ot (221, de &, d'ob, & plus forte raison, de K.

2% de denx demi-circonférences ayant respectivement pour centres les points p
et g. Elles sont donc également disjointes de K, puisque la distance de lenrs cen-
tres & K dépasse leur rayon r.

Ainsi on 2 K. F{R)=0, ce qui est impossible d’aprés (28). Notre supposi-
tion implique donc une contradiction.

La proposition (27), qui vient d’étre démontrée, sapphque mutatai
mutandis a tout 4, n>0).

Ceci établi, je passe & l'examen des coupures contenues dans @.
Considérons la ligne 4, (abstraction faite des points qui précé-
dent D,) comme somme d’une suite infinie d’'ares simples crois-
sants F, (j > 0) ayant pour extrémités les points (2) et (2 4 5)
de l'axe .X'. Smt d’antre part @, la demi-circonférence passant au-
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dessus de cet axe et unissant les extrémités de P;. La courbe

simple fermée F; 4 @, coupe le plan en deux régions et, en dési-
gnant par G eelle d'entre elles qui contient le point a, = 23/,,,
on & G;( Gy, quel que soit j,

L’ensemble By = 2 G, est done lul aussi une région. On

% By = 0, puisque %EBM et R, C €(@), puisque G, C(®)
tout j. Jaffirme, en outre, que

F(Ry) =4, — Dy ).
Envisageons, en effet, I'identité
(29) F(JSG; =§'.}F{Gir,§)——~EGj %)

Par définition de &, on a: F(G,}._P—}— Q,=F4(0,— P)
de sorte que, en tenant compte de la définition de R,, I'identité (29)
devient:

F(Ro)“'zﬁ'i'fg(@*‘l}ﬁ”ﬁw

Or, EPCA, ,. Drautre part, le point (2) del'axe X étant le
seul point d’accumulation de la suite {¢); — Pj,.,, on mii {(g,— Pﬁ}m
=@+ 2 (¢, —F) dﬂm‘

FERICA=D+@+Z 10— B—E.

‘3 valable pour loule fmﬂé de domaines

Démonstration Etant dosné un Mm arbitrair
dans tout emtourage &ywmqiﬂﬁ{ﬂj}%wmwwﬁﬂﬂ%
voisin de g. On a3 dome: yaF{E@% a2 moins que p Bappartiens

qui prouve gque lo premier membre de Végalité (29 en contlent lo second
Soit, inversement, pz F(Z G). Si p WEF(G,&, ﬁ existe une mﬁm de

points {ﬁ&‘ ﬁwnwww vers p et gne infnitd de domaines
4 - trdmritds % ek q.ﬂ:; traversent done M

domaines en ume W%Wmmt vers p, ce gui prouve
que chF( }, Cette dernibre relntion est vraie 2 plus forte raisom, si
pe ZF(G), d sorte gue dans les doux cas iﬁ ger on tromve F (¥ G}
CEF{GX), Tl en résulte par défmition de fromitdre que le premier membre de
I'égalité (29) est contenm dans le second, o. q. L. 4.
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Comme: (2) ¢ 4, — D, et (@ — P)C Gy, C By, qnel que soit

j >0, on obtient finalement:

F(R)C4,— Dy — BC 4, — D,
L'inclusion inverse peut &tre établie comme suit. Par déﬁmtmn-

de G; et de R, on a P;(C F(G,)— B,, quel que soit j. Il en ré-
sulte que T AC X F(G)—RB,. =
B IR
Le premier membre de eette inelusion étant égal & 4, — D, - (2)
et le second membre étant selon (29) contenu dans F(E), on a:
A, — D, +(2) C F(R,), d'ob

Ao"“Dn“}'(?)on"‘DoCF(Ro):

e.q¢ f. d

D’une fagon analogue, en.désignant par R, la régmon mmposéa
de points (z{ 2n,y) od (z,y) e B,, par D, la premidre demi-eir- -
conférence de la ligne 4, et par a, le point (2'/,.+2n 0), en
trouve par induction que :

(30) -~ a, &R, R CC(&)
ot |

(81) . F(R)Y=A4,—D,,
quel que soit n.

Or, le point a, pour s> 0 n'appartenant & avcun G, on a
a, 2C (By) et ainsi de smite. Il en résulte en vertu de (30) et (31) que
(32) & coupe le plan enire les régions R,, R,,... R,,; o

Tout A4, étant superposable avec @, la proposition (32) prouve
en méme temps que
(33) tout A, est une coupre du plan

Ceci établi, je vais démontrer que \
(34) taute coupure contenue dans & est réductzble
Etant donnee en effet, ure coupure quelconque K C &, soit

% le plus petit nombre naturel pour lequel lensemble K. A, n’est
pas vide et ne se réduit pas an, pomt (2n+2 O) Il en régulte en

vertu de (23) que

(35) Pensemble K .4, — A,,_H mzst pas vide
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et d'aprés (21) que K(C 4,4+ A, dob la désomposition:
(3‘6) KmK‘A.“i—K_‘Aﬁlm

Je vais prouver que le second de ces sommandes, qui est fermé
et, selon (35), plus petit que K, est une coupure; e'est ainsi
que la propriété (34) de @ se trouvera établie.

Envisageons, en effet, l'ensemble K. A.. Deux cas peavent se
présenter:

1* Il existe un tel k>0 que K contient toutes les demi-
circonférences de 4, i partir de la k-8me {en les supposani ran-
gées en une suite comme celles de Ag).

On a2 dans ce cas, d’aprés (26), .}E'&AH,C K, d'on selon (21)

B +

A C K et par conséquent K . 4., = A,_,. Or, cet ensemble coupe
le plan en veriu de ({33). "

2° Un tel k n'existe pas. En verta de (27} ensemble K.4,
contient done pour chaque eouple de ses points l'are sumple qui
les velie sur A4,, de sorte que les points de X ne peuvent étre re-
partis sur une infinité de demi-circonférenees de 4,, sane que K
en contienne en méme femps toutes les intermédiaires — ce qui
serait contraire & U'hypothése de tout & I'heure.

L'ensemble K. A, est siteé par conséquent sur wn nombre ni
de ces demi-circonférences. dome, selon {12}, sur un are simple. 11
est par conséquent borné, fermé et ne coupe pas le plan.
Ainsi la mup&m K est d'aprés {36) une somme de deax ensembles
fermés K.A, et K.A_, ayant selon (23) toul sum plas un point
commun. Le premier dentre eux étant borné et we ooupant pas le
plan, le second est une coupure’), ¢ q f d.

Les propriétés {32) et (34} de @ subsistent, si on le transforme
par inversion em un continu borné @* s, ol » désigne un point
arbitraire de C(@) pris comme centre d'inversion ¥,

) en vertn du théoréme smivant de Janiszewski:

St 4 et B somt des emsembles fermés, A est borné, A . B est vide ou conmexe
et #i 4 ni B ne coupe le plan, lour somme A -} B ne le coupe mon plus {8 Ja-
niszewski, Sur les coupures du plam faites par lez continmns, Prace Mat, Fiz.
1913; ef. 8. Btraszewicz, ce volame. p. 164). ‘ ,

¥} B. Knaster et C. Kuratewski. Sur les continug mou-bornss, Fund.
Math, V, p. 32.

Fundaments Mathematicas VIL ' N
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I ).

1. Soit #»>>2 un nombre naturel quelconque donné d’avance.
Les notations précédentes étant conservées, posons:

(87) 8,— 3 E+ 3R,
Kanl} k=0

ot les ensembles E,, E, (0 <k < n) et E, se composent d'arcs de
circonférences définis respectivement par les conditions: -

(38) (z— 2’/:)’-'}-3/’—-'*’ 21,

(39  (x.— ‘/:)’-Fy’-lz f; 21T, V>0, (r—1/,) e o,

(40) (z—2n}-11, 2+ y'=r? ©>2n—,
et F, se compose, quel que soit %, de deux espéces de demi-circon-
férences: |

(41) (x—2k—1)2-y*=rt, y<CO0, pour tout (r)e &

(42) (z—2k+"%.5 Py ="} |
y >0, pour tout (:F,)’”r—l/,)eazo et m >0

Je définis €, comme somme de deux ensembles symétriques par
rapport & la droite y = —1:
(43) . =848,
ol @ gobtient de &, en remplagant dans la formule (37) chaque
ensemble F, par un enmsemble F, composé d'arcs de 90°:

4d) (—Zk—1pfyr=r 2221, y<<O, (1) £ 5%
et de demi-circonférences:

(4B) (z— 2k — 1) d-(y+1—7p. 5" =r% 22k 1,
(5~r—1/,) e 87, m > 0.

Pour examiner la structure des ensembles 8_ et @, ainsi définis, @
nous allons suivre sur &, (resp. sur &,) le trajet de la ligne par-
tant du point (0, 0), resp. (1, — 1), et formée par une suite d’ares

simples réunis bout & bout, situés alternativement dans I E, et
()

1 Je ﬁom a M. Kuratowski plusteurs perfectionnements ) la rédaction
de ce chapitre,
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a1

»

bormipant an pﬂéﬂt (2, U).
Désignons par B, (resp. par B)) la ligne considérée et par ¥,
la suite des extrémités successives des ares &mp}«m forman
ligne.

Or, on voit par induetion que ¥, peut &tre représenté em fon-
ction de la suite U, moyennant la eondition:

(46) le (i 1)ime dlément de V, est le point (z;—2nt) de Faze
X, le nombre t étant donné par les formules:

(el Iyny, ntCk<<m(2-4-1)

En d’antres termes: la saite ¥, s'obtient de la smite U, en sabstiteant & Por-
dre lindaire des emsembles U, . Taa1q (£ >0) smur Faxe X on srdre eycli-

que (& période 2m) de leurs images dans ¥, Amsi,parememph Pimage de 'en-
semble U, . I,,i_ldm?wmmpimamwmml et sinsi de suite

Om

'amemﬁmﬁ&em“&ea(mqnmd-

dimitent) qae » Egm & ,g (a aotant de régzm de a(g.)).

A,,...); Poffet on est gue lo tout, c'est
a dire B devient fromtiérs commune & toutes les régioms gui composen
complémentsire,

Cest ainsi gque la relation {48) emtre & ot B, d%mma des propridtés de ce
dernier. J'y conformerai la marche de lenr démonstration

En vertu de (46) on a Fégalité analogue & (13):

o |
| Vo=(0)+ 2 V. I
olt
47y Vo dooyy = 2 U, Ly,
=0

quel que soit 0 Tk <m |
Ces égalités rss!:em a.pphea&m si, par analogie :

UH Ui: "y qm = t : lations

dﬁ }ﬁﬁgﬂm 2, 4, ~e3 OB &:«.;r:*‘r: X

obtenue de F, par une translati néme |

guear et de péricde 2% {@e sera donc la suite dm pnmts

1 _omE 220 4 o, r nartielie “
(:&,«-}-Ww E on ) o (z)e V,). En ieculier, la formule
4 1%
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(47) prend "alors la forme:
(48} V.. Ign-p = :‘Eo U-:-;-z . Izk-}-l

pour tous 0 < < n.

A la méme transformatmn se prétent les propriétés (15) — (20)
de U,, ainsi que leurs démonstrations, ce qui conduit aux formules
correspondantes — mais pas toujours parfaitement analogues —
pour les suites V,. On a, par exemple, tout comme pour U:

‘ V.. Vi, = (214 2)
et pour tout p > 0: |
V. Vi, = ens. vide,

quel gue soit 0 <{{ «<wn— 1; dans d’autres formules cependant il
faut avoir soin de remplacer, en outre, le signe d’égalité par celui
d’'inclusion. Ainsi on aura au lien de (16):

R}

(49) | I V.C V. pour tout 0 I <.

Les suites ¥, possédent en conséquence la nouvelle propneté
suivante:

-1

(60) 2 8, C V: pour tout 0CI<<m
Jewmlt
On a, en effet, d'aprés (20) pour tout % fixe:

n—y
Izn-}qc 2 Unt-]-l '
T=nl
=0
En multipliant par I,,,, les deux membres de cette inclusion

-1

et en appliquant la formule (48), on en déduit que 4, , C 2 V,,
, -

d’oli
n—1

(561) 2‘ I,,H_1 C 2 V,,

x—I

ce qui donne en vertn de (49): 2 Iw‘,] C V,, donc EI“_H C 7.

Or, tout I,,, étant dense dans @zu+h la dernitre mcluswn. Prou-
ve la formule (50)

Ceea établi, soit d’une fagon générale B, (0<Cl<n) la ligne
que l'on obtient, lorsquon remplace dans la définition de B, les
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nombres 0 et 2 respectivement par 2] et 2] ~+ 2 {voir fig. IT). On
a done B, &,.

Sy =
Srealiem

Cette fignre représente le continn &Ly: 1= deseription graphigoe =n est ana-
logne & celle de la fig. I .

Les propriétés des suites ¥ permetient d’établir poar les lignes
B, des propositions analogues i celles qui ont ¢té établies pour les
lignes A, & I'aide des saites U,.

La propriété (50) de ¥, montre en outre que I'ensemble .
extrémités d'ares simples formant B, est dense dans celui de tons
les arcs simples qui forment les sommandes E, et F, de 8,..

Ces ares étant paralléles en vertn des formules (38) — (42),
chaque ligne B, est dense dans &_; on a donc:

— — — n-=]
52} By=B,=...=B, ,=—= 2B, =8,.
Foefl)

By étant par définition un semi-continn, I'égalité (HP) mmplique
que 'ensemble @, est un econtinag,

oo

On pourrait par vonséyncat définir le continn &8, par I'égalit @ By,
la Ligue B, étant constrnite za moyen de la suite de points V. done, en -
directe avec le continu &

Or, cette relation de structure dams les denx exemples est
i noter, en effet, que le continu @ peut Ptre extrait de I's
-borné

g A

(53) lim. inf, B, 1)

comme l'ensemble de tous ses poimtx qui .'y laissent’ relier om point 100, 3! par
der arcs simples. L'ensemble (53} d'aillenrs n'est pas conmexe.

) av sens de M. F. Hauxdorff,
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Le continu analogue & &, mais extrait de l'ensemble lim. inf. (@ est éga-

n==00Q .
lement une compure et présente la singalarité (34). Il se compose de deux continua
symétriques par rapport & la drpite y = — 1, dont ancun ne coupe le plan.

Les propriétés (26) et (27) de 4, étant applicables & tout B,
tout vrai sous-continu de &, ne peut se trouver situé que hors
d’une infinité d’arcs de circonférence successifs d'un B,. En vertu
de (52) il est donc un continu de condensation de &,, ce
qui prouve!) que

| (54) &8, est un continu indécomposable.

Parmi Ies composants 2) de ce continu deux se distingnent de tous les antres
par leurs points de ramification; ce sont: le composant de (0, 0), qui en
a2 n— 1 de forme (2%, 0) ot 0 < k<n et celui de (1/,,0), qui en a 5 —2 de
forme (2k-+1Y,,0) o 0 <<k<n—1. Tous ces points de ramification dont
tri plet. Jls sont - comme on vient dé voir — situés sar I'axe X.

Je vais montrer & présent que le continu &, coupe le plan en n
régions dont il est la frontiére commune. .

Soit, par analogie avec @, P,, Pare simple contenu dans B, et
ayant pour extrémités les points de l'axe X: |

(214-2) et (2145 pour [<n — 1
(0) et (57) pour l=m— 1.

@;,: désignant la démi- circonférence qui relie au-dessus de cet
axe les extrémités de P,,, la somme P,, 4 @,, coupe le plan en
deux régiond, Soit G;, celle d’entre elles qui renferme le point g,
c'est & dire Je point '

(2% + 20 pour L<n—1

(3/10) pour Il=mn— 1.

et

et

On démontre alors, tout comme pour &, que chacune des régtons
R,= 3 G, satisfait aux formules:
Y

'(55) ‘ a € Ru RIC O((@“) '
et
F (Rl) = B; """""..D;.
') en vertu da th. II de !'-ouvrage ,Sur les continus indécomposables* de

8. Janiszewski et C. Keratowski (Fund, Math, 1, p. 912)
N L e, p 218,
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Or, B, saﬁsfmmntégﬂ&memthhpmpmétéi%}&ai, la der
nidre égalité donne F(R)= B, &’o@, selon (52):
(56) F{B)=
quel que soit 0Tl — 1. 11 mtdom établi, en vertu de (5b)
et (56) que
(67) &, est la fromtidre commmune des régions non-vides R,, R,, B,,..,

B, enire lesquelles elle coupe le plam.

Il ne reste, par conséquent, qu'a montrer que oe sont biem tou-
tes les régionscomposantes du complémentai

En effet, suivant les définitions de V st R,, si Pextrémité dPan
intervalle de l'axe X conmtign & 8%, appartient & ¥V, cet inter
valla(sansextré) e&mﬁ&nu@shr&ml ﬁtﬁaw
composé de points (z 4 2) olt (z) £ R, se trouve sitaé dans B, (dans
.Ro en cas de l==x—1). Or, chagque point de L., appartesan’

d’aprés (b1) & un V;, done i un B, tout mmalia mhgu i Mm

est situé dans un B,. 1l en est de méme des intervalles

de EF' p&ssantpartcmsiaapomm&ai

ceux da V. par rapport aux points impairs de cet axe {cf la
condition {10)) tous les points de I'axe X qui mont situds
a droite ou & gauche de ceux du comtinu &, appar »@-w i EH,
pmsqn'ils peuvent étre reliés aum pmnt a, de cette région

da Paxe X)
Ainsi tout point de C(&,) & ordonnée O appartien :
il en est de méme de tous les autres points de C(8,), puisqu'ils se
laissent relier & I'axe X, sans. traverser &,. |
Boit, en effet, p un point quelconque de ((8,), ¢ e point do B, lo plus
proche de p et TC 8. le plus grand arc simple gui comtient ¢ ssus contemir

sacun point eitud da coté opposé de I'sxe X. Le trajet de T étant, par géfnitios
&asﬁpmﬂﬁuledm%mhcmméewmqmnmmh

méme coté de I'sxs X gue T, il s'en suit gue la Hgne paralldle & T, par lnguelle
on peat joindre p & I'axe X, ne peut remcontrer 8

E s | .
Il en résulte que C(8.)= E;R,, e g f d
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pour &, et B étant par définition un semi-continu. l'ensemble
8, — et par conséquent l'ensemble 8., qui lul est symétriqne —
sont des continus. Les deux ensembles en question ayant des points
communs sur la droite y= — 1, on conclut de (43) que & ‘est
aussl un continu.

smeme e Ghasvean,
" ,--:_"———._,4-._ e e Y
- . ~ o B e st s ot e
et I -t ——as

......

: % W
:l = \ \\ﬁ‘._
5 NN v W
i : N /2 DA N TR\
) 1t A S EATLRI [ | LI 1115
i FT I A WA :l:: Tefff 1 ot :'_ 1 i (I
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Fre.m

Cette figure représente le continu Q.

Conformément aux formules (44) et (45) toute ligne B; s'ob-
tient de B, dont elle n’est qu'une modification, en en remplagant

-1

les arcs de 3 F, par d’avtres plus courts, situés entidrement au-
k() .

dessous de Faxe X. de sorte que les lignes B; ne coupent cet
axe qu'aux points de la suite ¥,. Ces lignes étant ainsi disjointes
Fune de I'autre (voir la moitié supérieure de fig. III). tous les po-
ints @, (0<<1<n) s laissent relier en conséquence par des seg-
ments verticaux &4 une droite quelconque y <C — 1, et par li I'un
a l'autre, sans toucher &,. Par raison de symétrie il en est de méme
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de &.. Il en résulte yue

{BR aiteyn des continus B, et 8. ne coupe le pla

D’autre part, 8, (et par conséquent &) & selon (44) et (45) exa-
ctement » points {d’abseisse 21 -} 1 pour 01 <C &) situés sur la droite
y=—1, de sorte que le produit & .8" est formé de n com-
posantes. Il en résulte en vertu de (43} et (58)1) que

(59) &, roupe le plan en n régions.
Or, les raisonnements employés pour &, permettent — avet

les modifications évidentes — de montrer que
(80) G, est la fromtidre commune des foules les régioms qu'elle dé-
coupe dans le plan.

C'est ainsi que I'on désignera par P, la somme de l'arc simple contenn dans
& & extrémités
(243, —DNet 243, 59— posr I<n—1

L, —~1 e (1.5 — 1) powr l=m — 1

avec I"arc symétrique sitné dams @', De méme Q,, , désignera la lemi-circenté-
en pmam a ganche d'elles, et ainsi de

et

Jn B3
de suite,

Le continu &€, étant d'aprés (43) décomposable, la propositio:
(60) impligue en verin do théordme de M. Knrmawskz@} que

(61) les comfinus &, et 8B, sont indécom

Am composant du point {0, U de @, vienpent corresponid SR
sants ditférents. ce sont ceax des poinmts (3141, - 1} poar ﬂ<2<& Iis ﬁmﬁ
pas de points de ramification, mais chacan d’sux 2dmet un peint initial

Le continu &;, en particulier, éynivant an sens Jd'Analysia Sites am comtinu
9, décrit dans ma Thése 7) et zn comtina D iU, 1} défini d'une fagem trés simple
dans celle de M, Karatowski*)

2, Les procédés de construction ampiayés jmqﬂw ne se pré-
tent pas — comme je P'ai fait ohse: i

diate an cas de la frontidre commaune & une s» d«a régions.

On peunt eependsnt modifier Eeas coT
a aupgmmer cet inconvénient et sans al

tinns @ % ﬁ‘ ~ ;:w-::ma
de lear construction. Je me hurnerai &w&c i dommer el laes d%.mw

1 selon Je théoréme de M. Siraszewics, ce volume, p. 174, th. IIL
*} voir p. 265, nate %} ‘

1) Yand Math 111 p. 269

9 Fund, Math. 1IL p. 21$
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tions des exemples en gquestion et ne diseuterai que sommairement

leurs propriétés topologiques. Soit:

(62) 8.=(1,0)+ 3 L+ X,
ou tout L, se compose d'arcs de circonférence définis par les con-
ditions:
posr n == - 0:
{x— o)+ y*=r?, 0 T P50, Or—s) 0%
pour n impatrs:

et et ]

(x—1-43%,.6 * 4 yi=r3

1= = od
11,57 Sa<1—%,.57, (5 1.r—"%,)& 37, |
et pour n _pairs
G—147%.5 7 Jir=r,
s :{_—3
1—9%,. 5 * <x<1———-*1/, 52, (5 .r—~1/,;)¢n§’?:(,J
et tout M, est formé de deux espéces de demi-circonférences:
1° powr »n=20:
z’—{—y’——r’ (6r).e 0%
- pour n impairs:
S . <0
T o L T W
el pour n pairs:-
. att
z—1+35* 2P+ y*=ry (51 7= 2)e o1,
2¢ pour n=70:
(Y — g B L y2 =12 m >0,
pour n impairs:
(— 1445 — 1), 5=y g2yt
"> ";1" ¥>0,(5™.r—1/,)edn,.
et pour n pairs
(z--- 1 +2 5T— Yy . 5“1")'+y’—- "
m>2,
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Je définis €, comme somme de deux ensen
par rapport i la droite y = — 1:
(63) 8, =B, + 8.,
ot 8, Sobtient de &, en remplacant dans la formule {62) tout en-
semble M, par un ensemble M, composé
1° de demi-circonférences:
powr n=20:
& (y— g+ T B = m > 0
pour ¥ Impairs:
-1 = ]
(z—4+20 2 pily+fs DR
: n—1

m> . 120, (O™ r_1/}e8%,.

et pour n pairs:

R

(et 45 T (et — 57,
">5

2¢ de segments rectilignes unissant i Faxe X lears &xtrémmas,
ainsi  que lem‘s points d’mumulau@n, ,
y=z (voir fig. IV).

Le continu &_ ainsi défini est la frontitre commune & Pinfinité
de régioms, qui composent son complémentaire., Il est un eontinu
indécomposable.

Le continu &, ne eoupe pas le plan. Il a une infinité
brable de points communs avee & |

Cette figure représente la moitié sapérieure du cemtinu @ .
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Il en résulte ') d'aprés (A3) que &, coupe le plan en une infi--
nité de régions. Comme il en est la frontiére commune, les’ conti-
nus &, et H. sont, en vertu du théoréme précité de M. Kur a-
to ws ki, indécomposables. >

La relation entre la structure de ces derniers exemples et celle
d’exemples précédents est la suivante. Il a été aisé d'observer que
daps le cas des continus &, et @, toute région B, (0 <l < n—1)
s'insinnait entre les suivantes par une infinité' de (ce que jappel-
lerai ici) impasses. terminés en cul de-sac et de plus en plus éffi-
lés. Ils se dirigeaient d'abord en avant, et n'arrivaient au voisi-
nage d:impasses analagues des régions préeédentes quaprés avoir
contournés ceux de toutes les suivantes — ce qui est impossible
dans le cas de linfinité de régions de plus en plus lointaines:

Or. on réussit a relablir la disposition dense de ces impasses
(afin qu'ils aient la frontitre commune). en en dirigeant de temps
en temps un directement en arridre, vers ceux des régions pré-
eédentes. Clest précisément le cas des continus 8, et @, ol le
premier impasse de chaque région impaire se dirige, sans con-

—l—n

tourner les suivantes. vers son point (%,.577 — 1) de l'axe ¥,
n désignant le nomérc de cette région.

Les exemples des frouticres communes 2 un nombre fini de
Tégions pourralem d'ailleurs étre construits aussi bien par ce der-
nier procédé.

III.

L’exemple 2 sera formé par une famille de ¢ coupures homé-
omorphes a4 la ligne qui s'obtient en. remplagant l'arec | > z >0,

02y =>—1, de la cireconférence (z -~ 1)24 (y + 1) = 1 par la
courbe

.t :
y = sin — D<e)
et son continu de condensation |
—lxy< (x =0).

Soit o7 l'ensemble parfait non-dense de Cantor. c'est a dire
Yensemble des nombres réels 0<Ct<{1 qui peuvent é&tre éerits
dans le systtme de numération & base 3 sans faire usage de chiffre 1.

) 8. Straszewicz, L e.. p. 174, th. III".
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A tout nombre ¢ de 37 (supposé éerit de cette fagon) fa.is@ﬂns corres-
pondre la suite:

(64) by fyeees &

de ses valeurs approchdes, que 'on obtient en amnulant tous les
chiffres de ¢ & partir de son n-bme 2. Ea symboles: m, désignant
le nombre de chiffres qui le préeddent dans #, on a f = = 5—?:
- Rom )

Soit, en outre, £, =0. La suite {1),., ainsi définie est toujours,
croissante: elle est infinie et eonvergeante vers ¢, sanf un ensemble
démombrable I de valeurs de £, ot elle est finie et admet { comme
son dernier élément.

Ceci dit, soit 9 la famille d’ensembles D, définis par Pégalité
(voir Fig. V):

(6% D,=K,+ L.+ M,

ou t& & — I K, désigne I'arc de 270° tendu entre les points
(,fy a (1—10)

L, démgne le segment vertieal gui joint ee dernier an point {1»--.@ t)

et M, désigne la ligne polygonale qui s'obtient du segment horizon
tal 3 extrémités

{1— t f) e (L f}a
lorsqu'on y remplace tout segment reliant les points
1—t,8) e (L—i, 438
par deux segments rectilignes qui les unissent respectivement au
point
(L— £+ 2.3 , t— 1),

Aipsi définie
(6C) la famille 2 a la puissance du continu,
I'ensemble des valeurs de ¢ ne diffé
nombrable de P'ensemble parfait 3¢

Les considérations élémentaires permettent de voir d'autre part
que pour toutes deux wvalears distinctes #, et #, de # les définitions
de K,, L, et M, impliquent en verta de (65) que

{67, les en

ant que par une infinité 4é
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=

On a, en outre, pour tout fe & —I:
lim (1 —¢, 2.3, i—t)=(1—10)

lim (1 —¢, )= (1—¢ ).

Ve

FIGV.

Cette figure représente la famille des contivus [, 4 M, ol {gd7: pour
te 87— 1, Vensemble L, M, est homéomorphe aug continn composé de la co-

3 . . .
urbe y = sin o 0 <z 1, et de son continu de condensation — 1<y<1;.
pour £ g I, ¢'est une ligne brisée,
Nos formules montrent que les extrémités inférieure et supérieure

de L, sont respectiverment les points d’accumulation de celles des
segments obliques de la ligne M, et que, en méme temps, Vextrémité

~ supérieure de L, est le point limite des segments horizontaux de

cette ligne. L, constitue en conséquence l'ensemble d’accumulation
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de M,, de sorte que I'on a:
(68) M _L=M=M4L.

Cette formule montre que L, est un continu de conden-
'sation de M, et que M, contient les extrémités A—10) et(1,d
de K,, qui appartiennent par définition & L, et M,. Or, M, étant
par définition un semi-continy, M, est un continu et jaffirme g
(69) M, est un combinu irréductible entre los exirémités de K.,

Etant donné, en effet, un point queleonque pe ¥, — L, — K, la
droite verticale passant par p eoupe le continu A, en deux ensem
bles séparés dont ehacun admet une extrémité de K, comme élé-
ment. Il est done impossible de les joindre par un sous-eontinu C
de M,, sans que Von ait pe C, d'ot M, Cet par conséquent M, C,
c g f d

Comme continu irréduetible qui
sation,

Enfin,

(1) M, ne coupe pas le plan,
segment vertical avee l'extériear du earré

11—l Oy

»

adifiet un comtinu de conden-

qui renferme M,.
Ces propriétés du contine M, éant établies, reman

Pon a d'aprés (85) et (68): |

(72) D, = Kz "i" E'

Or, I'are K, étant par définition un ecomtinu irréduetib .
ses extrémités, qui n’admet avee M, que ces deux points en com-
mun et qui ne coupe pas le plan, la dernitre égalité impligue selon
(69) et (71) que D, est une somme de deux eontinus, dont suecun
ne coupe le plan, qui n'ont que deux points communs et qui somt
irréductibles entre

1) Théoréme de M, Mazurkiewies (C. R Soc. 8c. Varsovie 19316 ot Fund.
Math, I1 p. 205 ‘ ‘
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Il en résulte 1) que l'ensemble D, coupe le plan en 2 régions et
constitue leur frontiére commiune.
Par conséquent

{(13) D, est une coupure irréductible
et T'égalité (72) implique en vertu de (70) que
(74) D, west pas un continu de Jordan.

Les propositions (66), (67), (73) et (74) montrent que la famille
9 se compose de ¢ coupures II‘I'EdIICtlb].Gb. disjointes et non-_;urda-
niennes, ¢. q f. d.

Il est & remarquer que I'ensemble 3 J) formé par la famille & n’e-st pas lai-
tgN—1 .
-méme une coupurs, pu.sqn’ﬁ n'est pas un ensemble fermé. D’antre part ’ensem-

hle fermé I [) contient I'infinité dénombrable de courbes simples fermées (donc
- ,
de lignes de Jordan) D, ol tg] puisque la ligne [, +M ss compose dans

ces conpures d'un mombre finis da segments (veir fig. V).

On peut toutefois construire un exemple de famille composée de ¢ coupures
irréductibles non-jordaniennes dont la somme soit aussi une coupure.

Je me servirai & ce but de la famille 77 formée de tous les continus

(L~ M) ot tg oY), M’ <t A désignant respectivement les familles symé-
triques: 2 37 par rapport au point (1, %/} et & I’ par rapport & la droite
J=1-—z soit J la famille d'arcs de 270° de centre {0, 1) tendus entre Iles
points (1-}-¢, 1) et {0, —12) pour tout {ga7

La somme c?{..}_ @TZ+ N’ -}~ @7 domne l'exemple cherché. En eflet. il
est fermé et chacune de ses coupures qui contient l'arc simple L+ M, 3 21
ou t,gI, renferme en méme temps les images (situées dans AP’ et arn' du
continu L,__’_l.. M, .. qui est non-jordanien, car les formules fg [ et 1 —tg]
s'exciuent mutoellement, ,

Parmi les différentes applications que I'on peut faire de la famille 377 envwi-
sagée ici, il est & signaler celle qui permet de construire un continu indé-

composable ayant des continus non-jordaniens sur chaecun de
Ses composanis.

Soit, en eflet 43 le continu indécomposable 3) {ormé d’une famille &B, de de-

Y en vertu d'un théoréme de M. Rosenthal (Teiluny der Ebene durch
srreduzible Kontinun, Sitzungsherichte der Bayer. Acad. der Wissenschaften, Miin-
chen 1919, p. 106j.

%) cf. Fand. Math, 1ll, p, 282, ol je me suis occupé d'autres familles compo-

‘sées de ( continus plans, disjoints et non-jordaniens,

3) décrit par M, Knratowski et moi dans Iz Note Stir les confinug non-
bornés, Fund. Math, V, p. 40
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mi-circonférences de centre {1/, 0) déerites au-dessus de I'axe X par chagas po-
int £ de @7 et de toutes les familles &, {(n == 1) de demi-circonférences de cemtre

(b . ‘ : .. 2 1
('é:é';’ O) décrites au-dessons de cet axe par chague mt——:’; gtgm

‘de I

Or, faisons subir & la famille 8, 1s rotation de 8

(? dans le sens négatif as-

e
tour du point (1,0) et interposens SJ7 entre ¥ &8, et B, ainm transformé, Le

ww=]
continu indécomposable obtenu de cette fagon présents la singularité en goestion

chacun de ses composants passant par mne infinité de countinms homéomo
. . " \ " R
continu : y=sin— U< — 1Tyt (x=D)
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