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Sur les fonctions harmoniques conjuguées et les
| séries de Fourier.
Par '

e

A. Kolmogoroff (Moscou).

M. Privaloff1) a démontré le théoréme suivant:
Si f(6) est une fonction sommable, si de plus

1
S 0)=§}Eff(a)1 + 0® —2¢ cos (a——G)da’

alors, z tendant vers ¢¢ le long d'un chemin quelconque non tangent
& la circonférence, la fonction harmonique g(2) conjuguée & f(2)
tend pour presque toutes les valeurs de 6§ vers une limite déterminée

+n
i
9(6) == f A t“; %) da,

l’intégraje étant comprise comme

ot

i [+ f

- e

En général g(6) est une fonetion non sommable?), Je démontre
dans cette note que la fonction |9(6)[*™ est sommable pour € >0

~ (théoréme II). Comme une conséquence immédiate, je démontre un

théortme (III) sur la. conver_gevuce en moyenne de la série de Fou-
rier; on peut déduire de ce théordme que toutes les séries de Fon-
rier-Lebesgue convergent en mesure,

- 1) wLiintégrale de Cauchy" Baratoff, 1919, en russe, o
*) Lusin, ,L'intégrale et la série trigonométrique”, Moscou, 1915, p. 188,
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Fonctz'ons harmoniques conjuguées -~ 2b

Théordme 1. Considérons Vensemble E de tous les points 6 pour
lesquels on a |g(8)| > R, R étant un nombre arbitraire. Dans ces con-

ditions on a:
+n

Mes E.R<CC [ |f(6)|d8,
. -n

oiv C est une constante absolue, . ,

Démonstration. Supposons qu'il n’existe aucune constante C vé-
rifiant les conditions indiquées. Dans ce cas, pour chaque #, il existe .
une fonetion f,(6), un ensembl'e E, et une constante R, tels que
Pon a: .

1) ¢.(6) >R y 81 6 appartlent h l'ensemble E,,

2) MesE R, > n, ‘ |

m/vww<1

On peut de plus, supposer les fonetions £,(8) et g.(6) contmues, ‘

~on peut, par exemple, poser £,(2) = f.(20), §.(2) = g.(2 0), ou o< 1,

mais 1 — o est assez petit pour vérifier les conditions 1), 2), 3).
- On peut démontrer sans peine, en prenant, s'il est nécessaire,

plusieurs n, consécutifs égaux entre eux, l'existence d’une suite 7y, 7y
 Ngyaesy By,..., Vérifiant les conditions suivantes:

lim 5, = oo,

k=00

(A) la série » Mes E, diverge,

Mes E,,
la série Z %1 converge.

kel
V— Mes E,,

,,,‘ Vn, ’
[=+]

=(B) la série Zak converge,»

an a:

done, en posant @, =

K]

(C) lima, R, = oco.

Km0
Oonmdérons la somme (p, — nombres entiers)

o
A
o

O _ Zakf..k(zw«)w(z)-,

kel
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cle ¢ = 1 vers une

Cette série converge presque partout sur le cer3
‘)a

fonction sommable @(6), car on a en vertu de
P ﬁmf (¢9)]d8 <Ea.,
. Rl

et vers lmtégrale de Poisson de cette fonetion dans l'intérieur du

cerele. La série.

Awl —5

@ Jus@)=v@)
o IR A=l o . .
canvergé vers la fonction conjugude w(Z) b lintérieur du cercle.
On ‘peut déterminer deux suites
P1<Pa< L <o « > 00,
o< (’2 L < < . 1

' vénﬁant les conditions suwantes

L Si E, est Vensemble des points ¢ tels que les points ™€ ap-
partiennent & l'ensemble E,, et si E est Pensemble limite complet

cl

des E;,, on a -
' Mes E—_-=2n

II Ponr toute valeur de 0 ot 1> o> p,,, on ‘a:

| Seanftetra— S, [(e'ﬂ)*«]

q=1 ‘ ,..1
|ax9u,,[(0 £07H] — a,g, (€9 < 1.
III. Ponr tous les 0 et gggk ‘on a:

I Z .9» ee“’)'«l

=l
En eﬂ’et 1) on peut démontrer, que la condition I est remphe,
si les nombres p, croissent assez rapidement 1), 2) stant donnés p, ,7‘
p,,..., Pr 0D peut “choisir g,, tel que la condmon II so;t remplie

<l

<1

: 1) 'La démonutratlon est 1ongue, elle peut dtre bq.sée sur: lu divorgenoe de la
.séne 4 et la remarque suivante: les ensembles. E 8,... Ex_, étant mesurables, on-
f:ut cho:fs‘um s si grand que V'ensemble E, Hoit disposé assez ‘uniformement sur

circonférence, pour rendre les mesures des intersectionn E E,,.. B aveec E
pxochu de produits des mesures, . A

L]
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en vertu de la contmmté 'des fonctions g,,(B '8) la condition HI
ge trouve remplie par le’ choix des Dri1y Prtar Pajs-.- 88sez grands,
pour que @i+, pht?, s, .. sment assez proches de zéro pour
remplir la condition, car g.(0)==0.

Considérons un point 4 de la clrconférence appa.rtenant 4 len-
semble .

L ke

’IP(Q;, 0) = 2 qg.. (Qk gl +ak9'u,,[(@h3‘e)hj+

gl
k-1

+ 2 ag. (@] = Yag., e |+ aug ] + 5,
ekt ‘ g1
| N |fv| <3
, w(e,_l. 0)= 2‘ - (0t i ")’*] =

—2 qg,.[w]+c', m<2,

il q-l =

en vertu de l et 11 On a par conséquent

l"’(?u ) 'P(Q»-—u 0)]<|a,‘g,*[ ’t9]|—5>|a,, \""5

De I il résulte (voir I et (C)), que pour tous les points 8 de
Vensemble E, w(g, 6) ne tend pas vers une limite, ¢ tendant vers
Punité. La contradiction avec le résultat de M. Privaloff démon-
tre le théoréme.

Théoreme II. Pour 1 >€>0, on a.

f 9@ a8 < f lf(e)ldﬂ

C ébtant une constante absolue.
' La démonstration peut se baser sur la remarqie suivante: la

mesure de l'ensemble, sur quuel | 9(6) |> R, est momdre que la

|>R multlphée par € f F6)|d6,

mesure de l’ensemble sur lequel

1 |1—e

v

et la fonetion

est sommable. |
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:v) est ume fonction sommable et S, est lo

Théoreme IIL Si f(
sa série de Fourier, on a

® . lm 4f(w) )ll“"dm =|0

N0

pour 1>¢e>07)
Démonstration. Il est connu, que

.s',,=-.._-1- f ﬁi;—'-‘—-"ﬂ sia nad oo @)

ot w,(z) tend vers zéro umformement D'une maniére analogue on peut
éerire:

S,,=1 ‘f—-@——'%@sinnada-{—wf.(w),

o
yf-n tg g
w. —>0 uniformement.
Donc | S, — wn__
_ 1 f(:v-l— )anada__cosmv fa:-{—a)smn( +a)da--— _
o . o2n | ) |
-7 g 9 ' - g 2

sin nz f(m+a) cosn(m-{—a)d

2 ,
n—n tg 2 ,' '

les mtégrales étant prlses comme lim f + f

g=0

Si @(=), tp(w) gont les fonctions conJuguées de

f (a:) sin na, f(z) cos na,”
.nous avons .,

f IS(w)l*"dz< f (

+n

f 9@ + v +

-7

sm (7

S oo >\+ )i <

%) (w

w()(+

1) Pour e==0 cela est inexact; voir-Bteinhaus, ,8ur la ﬁcbnverg‘onqe en moy-
enne‘f, Comptyrend de I'Acad, de. Cracovie, 1918. -
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+gr

<f(—80—| f(z)sin nx | -|--—g|f(x) cos nz | —|— co,’,(x)1"8)da: <
- 9 +m +
@) <7 f /(@) |dz + f (@1() [2d.

On. peut pour >0 arbitraire former deux fonctions f'(z), f"'(x),
telles qu'on ait:

1 f@)+ @) = F@-
+n : +n ,
2 [Ir@lis<js f17@ <y
UV ~40) Y 2
8. #/(x) est continue; alors elle vérifie la condition (1).
En appliquant la formule (2) & f"(x) et en désignant par S,, S,
les sommes partielles des séries de Fourier de f*(x), /''(«), nous avons:

| lim sup fl"f(

| | +n
5)— S.@)|ede < limsup_[[7(e)—Si@)—rdat

+ [I7" @ dz 4 lim sup f| 8 [t-edw < h.

=4

Cela,; démontre le théoréme:

Moscou, Février 1923.
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