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Sur I'ensemble de distances entre les points d'un
ensemble.
Par
W. Sierpiniski (Varsovie).

E étant un engemble donné de points (situé dans Pespace i m
dimension) désignons par D(X) l'ensemble de toutes les distances
entre deux points quelconques de l'ensemble E. L'opération D fait
donc correspondre & tout ensemble de points E un ensemble de
nombres réels non négatifs D (E) (Distanzmenge de E). Dans cette Note
je prouverai (§ 1) que si E est un ensemble mesurable (B), D(E)
est mesurable (L), mais pas nécessairement mesurable (B)1Y). Je dé-
montrerai notamment que si £ est un ensemble (4) de M. Souslin
(dans lespace & m dimensions), D(E) est aussi un ensemble (A), et
quitl eriste un ememble plan Gy %), E, pour lequel D(E) est non me-
surable (B). ‘

Or, je prouverai (§ 3) qu’il existe un ensemble linégire E mesu-

rable (L), pour lequel ensemble D (E) est non mesurable (L).

En 191 M Lebesgue a remarqué (sans le démontrer) %) que
Vopération qui cousiste & joindre les points d’'un ensemble E deux
4 deux permet de former les ensembles non mesurables (B) & partir
d’ensembles mesurables (B) Je prouverai (§ 2) que cette opération

effectude ‘sur un ensemble plan G, peut donner un ensemble non
- mesurahble (B), et qu ‘elle transforme toujours un ensemble (4) en

un ensemble (4).

Y) Cf. Fund Math. t. V, p. 337, Probléme 27
" %) Clest-h-dire produit d'une infinité dénombrable d’ ensembles ouverts,
?) 4nn. Eec.-Normale (3) XXXV, p. 242.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur Uensemble de distances 145

§ 1. Il s'ensuit sans peine des résultats de M. Souslin 1) quil

-ex1ste un ensemble G, plan, P, dont la projection IT sur 'axe d’ab-

scisses n'est pas mesurable (B), et tel que les coordonnées (z, y) de
points de P satisfont anx inégalités 0 < z < 1, 0 <<y<<l A tout

point p (x,%) de P faisons correspondre un point g do plan, dont
les coordonnées polaires (g, 6) sont

¢=ux et =y,

Soit ) I'ensemble de tous les points ¢ qui correspondent ainsi
aux points p de F. On voit sans peine que les ensembles P et
sont homéomorphes et que l'ensemble de toutes les distances ¢ des
points ¢ (¢, 8) de ¢ A lorigine de coordonnées coincide avee Pen-
semble II. Or, P étant un G; et @ étant un homéomorphe de P,
) est aussi un Gy ). Done, Q est un ensemble plan Gy, tel que Uen-
semble de distances de points de Q & Vorigine des coordonnées est non
mesurable (B) 3).

On voit sans peine qu'on pouvrrait déterminer l'ensemble @ de
sorte que son diamétre soit <1/, et que la distance de @ & lori-
gine des coordonnées soit > !/, (Il suffirait & ce but de déterminer
I'ensemble P de sorte que les coordonnées (z,y) de ses points sats-
fassent aux inégalités ¥/, <<z <1 et 0 <<y < /,). Supposons que
lensemble @ est défini de sorte et désignons par E I'ensemble com-
posé de l'ensemble @ et du point (0, 0): ce sera encore un ensemble
G4. Or, il est évident que l'ensemble de toutes ces distances entre
deux points de E qui sont > !/, coincide avec l'ensemble de toutes
les distances de points de Q i Vorigine des eoordonnées, et parsuite
est non mesurable (B). Par conséquent Pensemble D (E) de toutes
les distances entre deux points de £ est non mesurable (B).

Nous avons ainsi démontré qu'il existe un ensemble Gy plan, B,
(tel que l'ensemble D (E) est non mesurable (B) %).

Remarquons que la condition que E soit un ensemble plan était
essentielle dans la construection de notre exemple; or, je ne sais pas,

9 Voir: M. Souslin. C, R, t. 164 (note du 8 janvier 1917); aussi Fund.

Math t, V, p. 158. -
)} d'aprés un théoréme de M, Mazurkiewicz; pour la demonstranon voir

P e. M Lavrentieff, Fund. Math. t. VI, p. 151.

3) Il est évident que si ¢) est un ensemble Gy limdasre, 'ensemble de dis-
tances des points de @ & lorigine des coordonnées est aussi un Gj.

*) On voit sans peine que si K est un ensemble F, (dans l'espace & m di-
mensions), D (F) est aussi un Fj.

_F‘und"amcnta Mathematicae Vii ) 10
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& Tensemble de distances dun G, linéaire peut étre non mesura-
ble (B). ) |

D’autre part on peut démontrer sans peine que l'ensemble des
distaiices d'un ensemble (4) (dans l'espace a un nombre quelcon-
que de dimensions) est toujours un epsemble (A). Soit p. e. B un
ensemble (4) plan. Désignons par S Iensemble de tous les systémes
(&6, Yy, Loy ¥g); O (Tyy Y1) ©F (W, s ) sont des points de E. Il résulte
sans peine de la théorie des ensembles (4) que S est un ensemble
(4) (situé dans lespace & 4 dimensions). Or, V'ensemble D (£) est
évidemment lensemble de tous les nombres V(z, — z3)2+ (41 —42)%
ott (z;,9,) ¢ B et (z;,4,) € E: c'est done une image coutinue de l'en-

semble S (J(z, —,)* 4 (y; —¢»)® étant une fonetion continue du
point (2;, ¥, %, ¥%)). L'image continue d’un ensemble (4) étant un
ensemble (4), on en conclut que D (E) est un ensemble (4), ¢ g. 1. d.

§ 2. E &ant un ensemble plan, désignons par ¢ (E) I'ensemble-
.somme de tous les segments quon obtient en joignant deux poits
quelconques de ensemble E 1. Nous prouverons quil existe un en-
semble E qui est un &; plan et pour lequel ensemble ¢ (E) est
non mesurable (B). |

Soit & ce but P, comme dans le § 1, un ensemble G4 plan, dont
la projection I sur I'axe d’abscisses est non mesurable (B), et tel
que les coordonnées (z,y) de points de P eatisfont aux inégalités
z>0et y>0. o

A tout point p(z,y) de P faisons correspondre un point ¢ (§,7)

du plan, aux coordonnées

=2y +1) 1=y
Soit ¢ Vensemble de tous les points ¢ correspondant ainsi aux
points p de P. On voit sans. peine que ¢ est un homéomorphe de
P, donc un ensemble G, \ | |
Désignons maintenant par E l'ensemble composé de I'ensemble
@ et du point (0,—1): c'est domc un ensemble G'5. Or, on voit
sans peine que l'ensemble de points, ol 'axe d’abscisses rencontre

1) Remarquons que pour tout ensemble plan E, g (E) est le plus petit en-
semble convexe contenant E (c'est-a-dire contenant tout segment dont les extré-
mités il contient), et yu'on a toujours pee (E) = pp (E) Cf. W. Sierpinski
Wektor (Warszawa 1914 p. 268) et 8. Straszewicz Inaugural-Dissertation,
Ziarich 1914, p. 28 &s. '
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I'ensemble @ (E), est précisément I'ensemble I7, d'ot résulte tout de
suite que lensemble @ (E) ne peut &tre mesurable (B), c. q.f. d.
Or, s1 £ est un ensemble (4) (plan), ¢ (E) est aussi un ensem-
ble {A). En®effet, désignons par S Pensemble de tous les systémes
(15 Y1y Tay Y3y B), OU (2, 4,) et (x,, y,) sont des points de E et ¢ est
un nombre réel de l'intervalle (0, 1). L’ensemble F étant un ensem-
ble (A4), S est un ensemble (4) dans l'espace & 5 dimensions. Or,
@ (E) est évidemment une image continue de S, comme ensemble
de tous les points du plan aux coordonnées (z,y), ot z=u1x, +

+ (@e—x) t, Y=y, + (y,—%,) t, correspondant aux systémes

(Zy, Y13 Xy, ¥o- £) de S. Done @ (E) est un ensemble (4), e q. f d

Obhservons encore qu'on pourrait démontrer sans peine que 'en-
semble @ (E) nest pas nécessairement mesurable (L) superficielle-
ment, si I'ensemble (plan) E Test. ‘ |

§ 8. Nous allons maintenant & démontrer que la mesurabilité
au sens de M. Lebesgue d'un ensemble linéaire E n'entraine pas
celle de I'ensemble D (E).

Admettons la. proposition P suivante: ,Si F est un ensemble
linéaire mesurable (L), Tensemble D (E) est aussi mesurable (L)“.
Il en résulte tout de suite la proposition IT que voici: ,Si E est
un ensemble linéaire mesurable (L), l'ensemble 4 (E) de toutes les
différences # —y, ol x et y sont des points de F, est aussi mesu-
rable (£)“ En effet, D(E) est l'ensemble de tous les nombres

|o—y|, ot z et y sont des points de E, donec 4(E) se compase

de Pensemble D (E) et de son image symétrique par rapport au
point 0,

Désignons généralement par E* l'ensemble de tous les nombres
de la forme rx, ol r est un nombre rationnel et # un point de B,
On voit sans peine que si F est un ensemble mesurable (L), E*
Pest aussi. Or, 4(E*) est évidemment Pensemble E, de tous les
nombres de la forme r 2, + ryx,, ol r, et r, sont rationnels et
z, et @, sont des points de B. Done, d'aprés la‘proposition II, E,
est mesurable (L). I est de méme de I'ensemble E, =4 (E;) qui
est évidemment ’ensemble de tous les nombres de la forme r, x; -
+ 7y @, + ry 1y 47, z,, OO 1y, 1y, 1y, 7, sont dés nombres rationnels
et T,, Ty, Ty, z, sont des points de E. Généralement, en posant
B,y = A(E}), pour n=1,2,3,..., nous concluons que les en-
semblés E,, (n=1,2,3,...) sont tous mesurables (L), donc aussi

10*
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leur somme |
B, 4+ By By ...

qui est évidemment Pensemble R (E) de tous les nogibres de la
forme 1 |
Py B e Xy o T Dy
ot m est un nombre naturel, 7, 7y,:.., 7, sont des coefficients ra-
tionnels, et %, Z,,..., 7,, sont des points de E.

Nous avons done démontré que si la proposition P était vraie,
la mesurabilité (L) de l'ensemble B entrainerait toujours celle de
l'ensemble B (E). | |

Or, soit B une base de M. Hamel mesurable (L), 4 — un nom-
bre de B diffférent de 0. J'ai démontré autrefois dans ce journal ?)
qu'il existe des bases hameliennes mesurables (L), et que si B est
une base hamelienne, b un nombre de B diffférent de 0, H— len-
semble qu'on obtient en supprimant dans B P'élément b, I'ensemble
E(H) est toujours non mesurable (L). Il existe donec des ensem-
bles ¥ mesurables (L), pour lesquels I'ensemble R(E) est non me-
surable (L), ce qui est incompatible avec Ia conséquence que nous
avons tiré plus haut de la proposition P.

Done la proposition P n'est pas vraie, ce pui prouve qu'il existe
un ensemble linéaire mesurable (L), dont Pensemble de distances
est mon mesurable (L), ¢ q. f. d. |

Yy Fund. Math. t. 1, p. 107 et p. 108.






