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Sur une propriété de l'opération A.
Par |
Otton Nikodym {Cracovie).

MM. Lusin et Sierpinski ont étudié une opération trés gé
nérale sur une infinité dénombrable d’ensembles, dite opération A 1),
et définie comme il suit. )

Supposons qu'a tout systéme fini de nombres naturels #,, ny,..., 1,

corresponde un ensemble E, ., . .

Désignons par E lensemble de tous les éléments z, tels que
pour chacun d’eux au moins une suite infinie d’indices 7, 7y, 2y,
existe telle que x appartienne 2 chacun d’ensembles

E.,FE,, . E

ny) Tigy Ryy Ny, Mgy NgY”

On dit que l'ensemble E est le résultat d’une opération A, effec-
tuée sur le systtme d’ensembles S={E,, ... .-

MM. Lusin et Sierpiiski ont démontré dans le mémoire
cité que Vopération A, effectuée sur un systéme d'ensembles mesu-
rables (L), donne toujours un ensemble mesurable (L). En modifiant
convenablement la démonstration de ces auteurs, je prouverai la

&

propomtlon suivante:
Théoréme. Lopération A effectuée sur un systéme densembles jouis-
sants de la propriété, de Baire donne toujours un ensemble jouissant

de la propriété de Baire.

~ Soit P un ensemble parfait donné (dans I'espace & m dimen-
sions). Nous dirons qu'un ensemble E est sur P de premiére caté-

1) N. Lusin et W. Sierpinski: Sur guelques propriétés des ensembles
(4), Bulletin de I'Acad. des Sciences de Cracovie 1918, p. 47 et 48.
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gorie au poini p (appartenant & E ou non), s'il existe une sphére
(m-dimensionnelle) S entourant p et telle que Pensemble PE S est
de premidre ecatégorie sur P; il n'existe pas une telle sphére, nous
dirons que E et sur P de deuxi®me catégorie au point p ).

On dit qu'un ensemble E est sur P partout de deuxiéme catégo-
rie, il est sur P de deuxidme catégorie en tout point p de P. On
démontre sans peine que si l'ensemble F est sur l'ensemble parfait
P de denxiéme catégorie, il existe une portion II de F, telle que
E est sur IT partout de deuxiéme eatégorie 2).
~ On dit qu'un ensemble E jouit de la propriété de Baire, 8l
vexiste aucun ensemble parfait P, sur lequel F et son complémen-
taire CE seraient partout de deuxiéme catégorie. Nous dirons qu'un
ensemble E jouit de la propriété de Baire relativement & l'ensem-
ble parfait P, sil n'existe ancune portion II de F, sur laquelle K
et CE seraient partout de deuxiéme catégorie.

En démontrant notre théoréme nous nous hornerons au cas ol
P est Vensemble de tous les nombres réels. On verra sans peine
quelles modifications il faudra faire pour le cas olt P est un en-
semble parfait quelconque, situé dans ’espace & m dimensions.

Au lien de dire que l'ensemble E jouit de la propriété de Baire
relativement 4 lensemble de tous les nombres réels, nous dirons,
pour abréger, que K est un §. On voit sans peine que pour dé-
montrer qu'un ensemnble E est un 8, il suffit de prouver qu'il existe
un ensemble H(C E qui est un 8 et qui est en tout point p dela
méme catégorie (sur l'ensemble de tous les nombres réel) que len-
emble E.

Lemme I. Si les ensembles M et Q C M sont des B, tous les
deux de la méme catégorie en- tout point, U'ensembls R = M — Q est
de premiére caiégorie. T

Dém. Si lensemble R était de deuxidme ecatégorie, il  serait
partont de deuxiéme catégorie dans un intervalle J, et, & plus forte
raison, 'ensemble M ) B, donc aussi l'ensemble (), serait partout
de deuxi¢me catégorie dans 6. Les ensembles R=M — Q et CR D (

seraient donc tous les deux partout de deuxidme catégorie dans 4,

) N. Lusin ot W. Bierpinski Journ(;l de Moathématiques 7-e série t. 11
(1923), p. 68—69. | | |

Y Voir p. e. H Lebesgue: Journ. de Math, 6-e série t. I (1905) p. 185.
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ce qui est Impossible, puisque R, comme différence de deux f. est
un ensemble §. Notre lemme est ainsi démontré,

Lemme II. Si H est un 8 et EC H, il existe un ensemble M
qui est un B, de la méme catégorie que E en lout point, tel que
ECMCH

D ém. Soit @ Pensemble de tous les points p (appartenant a &
ou non) en lesquels E est de deuxiéme ecatégorie, Posons M=HQ-E:
on voit sans peine que l'ensemble M satisfait aux conditions de
notre lemme. .

En effet, Pensemble de tous les points p en lesquels E est d
Ire catégorie est lui méme de 17 catégarie, done le complémentaire
de Q. et, & plus forte raison, celui de Q- E, est de 1% catégorie,
d'ol résulte-que Pensemble @ -+ K est un p. L'ensemble M, comme
produit de deux . est dome un B. Or, si E est de 1™ catégorie

- au point p, il existe un intervalle 4 entourant p, tel que EA est

de 17 catégorie, donc 4 Q=0 et MA est de 1™ catégorie, ce qui
prouve que M est de 1™ catégorie au point p. D'autre part, st £
est de deuxidme catégorie au point p, il en est de méme, 2 plus forte

raison, de Pensemble M ) E. Notre lemme est ainsi démontré.
\ .

Lemme IIL Si M, (n=0,1.2,..) est une suite. infinic d'en-
sembles B, E,— un ensemble C M, qui est en fout point de la méme
catégoric que M, (pour n=0,1,2,..}. et si Ey,=E, +E, + E 4.,
Vensemble My — (M, -~ M, | ...) est de premiére catégorie. '

Dém. Posons T—=M,+M,+ My +..., R=M—T, 0=
= M,— R =M, T: lensemble ) sera donc un § (comme produit
de deux (). Daprés B, = E,+ E,+... et E,CM, (pourn =21,
1,2,...), nous aurons E,(C M, et E C T, done E,C M, T=¢. 11
est done Eo(C Q(C M, : les ensembles ¢) et M, sont donc en tout
point, de” la méme catégorie; ¢ et M, émnt des §, il ed résulte,
d'aprés le lemme I que Pensemble R = M, — () est de premitre
catégorie, ¢. q. £ d. |

Soit maintenant E un ensemble qui est le résultat de I'opération A
effectuée sur le systeme d'ensembles S ={E, ... ©t Supposons

que les ensembles E, ... sont tous des B. On voif sans peine
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qu'on peut supposer que le systéme S est régulier, c'est-a-dire qu’on
a toujours

E"U Nagurey ﬂk D Enp ﬂz,..-, nk’ "k*}*?,

puisque si le systtme S ne satisferait pas & cette condition,
il suffirait de remplacer tout ensemble E, , .. par le produit

B3 Bpees nyy ﬂﬂ,uqﬂk

11y Tgges

et d'observer gu'un produit fini d’ensembles 8

est un g,

Désignons généralement par E7 ", Pensemble déterniiné par-
le systéme |

Pty Poyesy P,
Sm Py Py oo {E"l: u,: : ";,}

ol
Tiy Five Fy —_ — z
Eah Hgyeesplly EP!: Prrcery By W1y Agpeey 7yd Pour Ry ; Hoye. ) Hy = ]? 2’ 3) ‘e

Le systéme S étant régulier, nous aurons évidemment:

21) Em; Fayss P, C Em,mw oy

Or, on voit sans peine que | N
(2) E=E'+ E* 4 E¥4..
et )

o P1 P Py e | 21} ;‘le“w?, 1 ’Plrf".‘.‘--d?,’ 2 Pxn. Pyrent P,, s
) 1 -

Les ensembles ¥ étant des B, il existe, d'aprés (1) et en

K1 Ay ﬂlk
vertu du lemme II, pour tout systéme d’mdmes D1y Pgy-.. P, UD €N~
semble M7 7%, qui est un §, de la méme catégorie en tout pmnt
que l'ensemble E* =7 et tel que

(4) E”“ Paie-1 pf C Mrvrrp, C EM. Prores Py

et il existe aussi un ensemble M qui est un 8, de la méme caté-
gorie en tout point que Vensemble E, tel que

(5) | ECM

Posons

6) T=M -+ M4 M5 ...
‘ (7) | TrePoees by e Mmm«'-; 7y, 1 + MPo prenar, 8 + Mrurar, 3 +

— ce seront des ensembles B, en tant que sommes d'infinités dénom-
brables d’ensembles 8. Posons encore:

(8) B T:.
(9) ‘ | Rt Pavess * = M Ptm.;' Pa __ TRy Ppees, ;;’



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur Topération A 153

(10) N=R +2RP: Por By

la sommation I s'étendant & tous les systémes finis de nombres

~naturels p,, p,,..., p,.

Les ensembles M et M7 étant des f, nous concluons d’a-
prés (B), (6) et (8), resp. dapres (4), (7) et (9), et en vertu du lem-
me III, que les ensembles R et R # sont de premiére catégo-
rie. Done, d’aprés (10), l'ensemble N est de 1% catégorie (en tant

que somme d’une infinité dénombrable d’ensemble de 1% catégorie).
L'ensemble -

(11) | H=M—N

est done un 3 (comme différence de deux §), de la méme catégorie
en tout point que l'ensemble M (puisque N est de 1™ catégorie),
donc aussi que £. D'aprés la remarque faite plus haut, il suffira
donc de prouver que H(_ E, pour démontrer que l'ensemble E est
un §. |

Soit done x¢H. D’aprés (11) nous avons done ze M et z non ¢ N,
done, d'aprés (10), z non &R, ce qui donne, d'aprés (8):xeT.

- D’aprés (6) il existe done un mdxce n,, tel que xe M™. D'aprés (10}

la formule z non N donne z non &R™, done, d'apres reM™ et
d’aprés (9), z& T D'aprés (7) il existe done un indice n,, tel que
zeM™™ En repelant notre raisonnement, nous obtenons une suite
infinie d'indices n,, 7y, n,,..., telle que

| zeMu. Mmm Mmwrem
ce qui donne, d’aprés (4):
xek, E, . L

Piy P2 TR TR
et prouve que z¢& E.
Nous avons ainsi prouvé que H(C E. et nous pouvons regarder
notre théoréme comme démontré.

Tout ensemble (4) de M. Souslin pouvant &tre regardé com-
me résultat de Popération 4 effectude sur les intervalles (ow, plus
généralement, sur les ensembles fermés), il résulte tout de suite de
notre théoréme le suivant

Corollaire: Tout ensemble (4) jouit de la prometé de Batre

Cette propriété importante des ensembles (4) a été démontré
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en 1923 sur une autre voie par MM. Lusin et Sierpirski?)
Vue Dexistance des ensembles (4) non mesurables (B), il en résulte
P'existence des ensembles non mesurables (B), jouissant de la pro-

priété do Baire, ce qui resoft négativement un probléme difficile

posé par M..Lebesgue sur les fonctions représentables analytique-

ment 2).

3 Journal de Mathématiques, 7-8 série t. 1L, p. 68 ss.
3 Jowurn. de Math. 6-¢ série, t. I, (190B), p. 188.






