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‘méme propriété a été traitée par M,

Sur une classe de {onctions continues.

Par

L)

Stefan Banach (Liwdw),

Introduction,

Le but de cette Note est d'étublir quelquos rolutions qui - subsi-
stent entre certuines classes do fonetions continues.

Préeisons d'abord les notations,

E désignant un ensemble, || désigne sa mesure extdrieure,

y=r(x) étant une fonection continue dans un iutervalle (a, D)
et I désignant un ensemble queleconque situé dans cet intervalle,
L, désigne Pensemble de valeurs de f(x) pour @ s /2.

On dit, d’aprés M. Lusin 1), que f'(x) virifie dans (ety b) la con-
dition (¥), lorsque |B] =0 implique toujours | Jg,| = (),

Je prouve dans ce travail que toute fonetion eontinue satisfai-
sant & la condition (N') admet la dérivée unique et finie dans un
ensemble de points de mesure positive. Or, M, Ruziewi.cz u mon:
fré que cet ensemble n'est pas néeossairemont d’éppaisseur - ploine:
en effet, il a constiuit une fonetion continue vérifiant la condition
(N) et n'admettant pas de dérivés dans un ensemble de mesure

- non-nulle ?) |

Nous dirons qu’une fonetion y =J (%) continue dans (a, h) datis-
fait & la condition (S), lorsque & chague pombre &> 0 correspond
un nombre #>0 de maniére que |K| < # entrafne | B, | < &

Y) L'integrale ot série trigonomdtrigue, (en russe). Mossow, 1910, p. 109, La
Rademachor qui w prouvé (Monalsh,
f. Math. 27, (19186), 188) que Ia condition (N) o8t néeessuiro of wulfisanto pour
que la mesurabilité de K entraine toujours celle do J,,

?) voir co volume, p, 178,
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On voit de suite que la propriété (8) implique la propriéts (V).
La question réciproque ne parait pas 8&tre resolue. Llexemple cité -
de M. Ruziewicz prouve de méme quil v a de fonetions conti-
nues satisfuisant & la condition (8) et n'admettant pas de. dérwée
dans un ensemble de points de mesure positive.

Soit maintenunt 4, respectivement 4;, lensemble de valeurs
que la fonetion gy ==jf(x) admet une infinité resp. une infinité
non dénombrable de fois dans l'intervalle (a, ). Nous dirons qu'elle
jouit d@ Ia prupriété (1Y), respectivement (1) lorsque |4, | =0, resp.
Az | = |

" Je prouve que f(x) étant continue dans (@, b), I'ensemble de con-
ditions (N) et (7)) est équivalent & la condition (8) et que la-con-
dition (&) entraine la propriété (T3).

On peut remarquer encore que foute fonction & wariation bornée
jouit des propriétés (1)) et (T,)!), mais ne vérifie pas, en général,
la condition (N} et. & plus forte raison, (S). Inversement, foute
fonelion absolument continue sutisfait évidemment & la condition (S,
done aussi & touy les autres conditions iei cousidérées.

P

Nous commencerons par prouver un théoréme du & M. ’VIazur-
kiewicz |

Théoréme 1 9%). f(x) dant une fonclion continue dens un inter-
valle (a, 0) et H désignant un ensemble F, situé dans cet intervalle,
Vensemble H* de points « e H, tels que

z') = f (%), pour x'eH, o' <,

est un ensemble I, 8).
Démonstration: M étant un F,, on peut le mettre sous

la forme:
He .

LD

{I")} désignant une suite d’ensembles fermés non-déeroissants.

1) wotr mon travail; Swr les lignes rdctifiables etc. Fund. Math, 1925 vol.
VIL p. 229, :

3) co thdordme n'n pas éfé publié; il m'a été commumqaé obhgea.mment par
M. Mazurkiewicz, ‘

%) on appelle Fy tout onsemble — somme d’une suite infinie d'ensembles for-
més (Hausdorffy ..lf,,(, désigne touk ansomble qui est une diﬁérenc«e de deux en-
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Soit P,(n==1,2,...) Vensemble do points x ¢ I, tels que, pour
chacun d'eux, il y a des points «' vérifiant les relations:

| 1 .
deP, @<w--, [&)=/()

S () étant continne et F, ferméds, on voit de suite que les ensem-

bles P, ainsi déterminés sont aussi fermés; or, d’uutre part:

[£.5]

It — Hmj P == j‘ ¥, \---2' P,

nmal fiem ] i |

ce qui revient & notre énoncé.

Théordme 2. f(x) étant une fonction continue dans un inter-
valle (a.b) et K désignant un ensemble quelcongue situd dang cet in-
tervalle, il existe toujours wun ensemble A, vérifiant les conditions
suivantes: '

10 4y est mesurable,

20. 4, C

3_0' (dg), = Ev:

A w28 Ay oty 2y impliquent: f(xy) =k f (i)
- Démonstration: On peut mettre £ sous la forme:

E=H-+}R,

H étant un ensemble F, ot B étant de mesure nulle. D'aprés le
théoréme de M. Mazurkiewicz il existe un ensemble H¥= 4,
qui vérifie relativement & H tous les conditions de la proposition

- précédents, done, & plus forte raison, du théordme & prouver, On
~ voit, d’autre part, que R contient un sous ensemble k), satisfaisant,

par ra‘pport A R, aux conditions (1°, 29 89, 49). Supprimons de R,
les' points ol la fonetion f(x) admet des valeurs contenues déja
dans H,, et désignons par § I'ensemble de points restant. L’ensemble

AE':‘:‘- H*“{"‘ S

vérifie dvidemment les conditions de notre théordme.

| .Remarc?ue 1. Dans ce qui suit nous aurons besoin du théoréme
sulvant qui résulte immédiatement des théorbmes démontrés par

sembles Fy. Remarquons que, danms le cas ol H est un ensemble formé, H* esl
un ensemble ‘Gd‘ (ensemble prodnit d'une suite infinie d’ensembles ouverts)

.
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M. Saks1). Si K est lensemble dans lequel une fonetion f(a),
définie dave (a, b) a en tout point tous les quatre dérivés du méme
signe, il existe presque dans fous les points de & une dérivée finie.

Théoréme 3. Si une fonction continue f(x), définie dans un in-
tervalle (fermé) (a, b) satisfait & la condition (N)?), alors

1) f(e) jouit de la propriété (Ty), ‘ |

92) f(x) a dans un ensemble de mesure positive une dérivée finie.

Démonstiration. Faisons correspondre i tout ensemble me-
surable £ contenu dans (a, b) un ensemble 4, satisfaisant aux con-
ditions du théoréme 2. Or, faisons correspondre d toul nombre
ordinal £ de la premidre ou de la deuxidme classe un ensemble
mesurable M; comme il suit: '

@) M, ==d, (6 désigne lintervalle (a, b))
b pour £ 1: My=A,, ot BE=06— 5 My
frt
(si E était un ensemble vide, M, serait aussi vide).

On démontre sans peine par linduction transfinie qu'une telle
correspondance est possible.

Les ensembles M, 6tant mesurables, disjoints, en quaniité non
dénombrable, il existe nécessairement un nombre ordinal &y, tel que
| M| = 0. La fonetion f(x) jouissant, d’aprés Phypothése, de la
condition (N); nous en concluons que

(1) | (M),| =0

Si, maintenant, I'ensemble 4, (c'est-d-dire ’ensemble de .valeurs
que notre fonetion prend une infinité non dénombrable de fois) est
non vide, nous avons, pour tout &< £, (M), D 4, donc aussi
(M), D Ay, ce qui prouve, d'aprés (1), que {4,|==0.

La premitre partie de notre théordme est ainsi démontré. Pour
prouver la seconde, désignons par B Tensemble de veleurs de f(x)

’) Fund. Math, t. V, p. 98—104 Ce sont les théorémes 1 (p. 102) et 3,
(p. 104), Pour en déduire notre théorbme, il suffit de remarquer, qu'en désignant
par I, ln partie de l'ensemble, oit les nombres dérivés sont >0, les dérivés in-
féricures gauche et droite seront en tout point de E, distinctes de — @, d'oti ré-
sulte que los nombres dérivés opposés sont dans E, presque partout égaux et finis,
ot parsuite il exiate presque partout dans E,. la dérivée. Le méme peut 8tre dé-
montré pour lo complémentaire de Ji, par rapport b B, Qo résulte notre théoréme,

3) Quant sux définitions des conditions (N), (5), (1) (Ty) — voir I'introduction.
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n’appartenant pas & 4,. Nous aurous doue [ == g, — A, o, d'aprég
QA?‘! = ();
@) Bl =14,| > 0.

Toute valeur z de l'ensemble B la function f(w) prend dang uy
ensemble fermé C(z) au plug dénombrable, done dans un ensembhle
possédant des points isolés. Désignons par 1) (2) lensemble de tous
les points isqlés de I'ensemble (/(z). Posony D=2 D(z), la sommy-

tion s'étendant d tous les points 2 de Iensemble B. Il ost évident
quauncun des ensembles L) (2) w'est vide, done 1), == 3. Done, de (3)
ot de U'hypothése que /(i) satisfait i la condition (N) résulte que:
ensemble ) ne peut étre de mesure nullo. Supprimons dans [
tous les points daps lesquels f(x) atteint son wmaximum ou Hon
minimum propre. Soit & ensemblo qui restera, L'ensemble £ dif-
fére-de D duns un ensemble au plus dénombrable de points 1);
done & w'est pas de mesure nulle. Do la définition do Vensemblo
i résulte que pour lout point x de K existe un nombro positif e,,
tel que les inégalitds 0 < b « &y O << k< g, entrainent

/x4 8) = @] |f @~ k) — f(a)] <0,

¢e qui prouve que les nombres dérivés an point & ont méme signe,
done, d’aprés la remarque 1, f(x) a en presque tous les points do £
une dérivée finie. Or, l'ensemble de tous les points "ol la fonetion
continue f(x) & une dérivée dtant mesurable ot contenant /o, et
l'ensemble & n’étant pas de mesure nulle, nous concluons que Pen-
semble-de points o f(z) & une dérivée finie est de mesure positive,
e. q £ d | |

Il se pose maintenant le probléme si dans le théoréme 8 I'as-
sertion 2) peut étre remplacée par celle-ci:' , /() a une dérivée
dans une épaisseur pleine*, (Pest M. S. Ruziewicz qui a montré
que le théoréme généralisé ainsi nlest pas vrai,

Théoréme 4. La condition nécessuive of suffisante pour qu'une
Jonction continue f (z), définie dans un intervalle (fermd) (a, b) jouisse

de la propriété (S) est quelle jouwisse des propridtés (N ) et (1)

) Voir p, e; W, Sierpinski dnalizg t, I, 4™9 partie, p, 918, th. 218,
aussi A, Schoenflies: Dis Lntw. d, Lehre von
den Punkimannigfaltigheiten (Jahresb d. deutech, Math.~Verein, Bd. Vi, 2)

P- 168, (La condition de M, Schoenflies que la fonctien solt continue, n'est
pas ndcessaire, comme I'a mongrd M. Sierpidaki), |
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Démonstration,
La nécessité. Soit /(#) une fonction jouissant de la propriété

(8). En conservant la notation utilisée dans la démonstration du

théoréme 3, nous aurons, comme on voit sans peine, pour tout in-
dice & fini: |

* Les ensembles M, dtant mesurables et disjoints, contenns dans
Iintervalle fini («, ), nous avons

;.infl ]1‘[&1 pomrend 0’

d'oti, d'aprés 'hypothése que /() jouit de la propriété (§):

;im |(Mg),| =0,
done, d'aprés (8),  «yl==0, ce qui prouve que f(x) jouir de la pro-
priété (1Y), |

Or, il est évident que la propriété (8) entraine lu propriété (N).
La néeessité de notre condilion est done démontrée.

La suffisance. Supposons que la fonetion f(x) jouit des pro-
pridtés (V) et (7y) et admettons qu'elle ne jouit pas de la propriété
(9). 11 existe doue un nombre £> 0 et une suite infinie d’ensem-
bles {£} (i==1,2,...) vérifiant les conditions suivantes:

1) La somme |, |~ | By +|Ey| 4 ... est finie.
2) (B, =e (i=1,28,.)
Posons |

E =lim E,

(en désignant par lim l’ensemble-limite complet de la suite E,, Bh,..).
Il est clair que, d’'aprés 1):

() |E|=0
(ou bien K est vide). Posons |
®) - B*=lim (B),;
Q’aprés 2) nous avons

(6) - | E*| =& > 0.

Je dis que K ) K* — 4. En effel, si 2&(B*—4y), I'ensemble
O(2) des points de (a, b) en lesquels f(x) prend la valeur z est ﬁpl.
Or, do z & k* résulte, d'aprés (B), que z appartient & une infinité
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des ensembles (&), (i==1, 2, 8,...); par conséquent une infinité ¢’y
sembles £ (i==1, 2....) contient des points de C'(2): ensemhlo ('(z)
étant fini, il en résulte l'existence d'un nombre @ de (/(z) i ap-
partient a une infinité des ensembles Ay (i==1,2,..,), ot parsuite
appartient & E. Done z¢e £, ¢. q. £ d.

Or, de B, ) B*— 4, résulte que E* (T, - 4,. La fonction

f(x) jouissant de la propriété (T'), nous avons Ay =205 la fone.

tion f(«) satisfaisant & la condition (N), nous trouvons, aprés (4):
| &y = 0. La formule &*C E, - 4, donne done A5 =0, co qui
est incompatible avec (6),

La fonction f(xz) jouit done de la propriété (N) et notre theo.
réme est démontré, |

Lwéw, Féyrier 1924,






