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Remarque a la Note de M. Banach
»nSur une classe de fonctions continues«.

Par

Stanistaw Ruziewicz (Lwéw).

La présente Note coucerne une question traitée par M. Banach
dans sa Note ,Sur une classe de fonctions continues* (ce volume,
p. 166). |

Dans cette Note M. Banach démontre qu'une fonction continue
satisfaisant aux conditions quil appelle (N) et (7)), ou, ce qui re-
vient au méme, & la condition (S), a une dérivée dans un ensemble
de mesure positive. | | | |

~ Je donnersi ici un exemple d'une fonction continue satisfaisant
aux conditions (N) et (7)) qui ne posséde pas de dérivée dans un
ensomble de mesure positive. Cet exemple prouve que le théoréme
de M. Banach n'est pas susceptible d’une extension dans un cer-
tain sens (puisque d'une considération ftrés facile il résulte, que la
dérivée n'exisle pas nécessairement dans une épaisseur pleine).

Déterminons une suite infinie de nombres positifs d, (n=1,2,..)
de sorte qu'il subsiste inégalité |
(D) B 22"“1 8, <1,

) ‘ : ‘ |
et une suite infinio A, (n=1,2,..) de nombres positifs tendant
vers 0 et telle que |
(II) | lim 2" h, = oo

-

Déterminons dans Uintervalle (0, 1) un intervalle concentrique
de longueur d, et construisons sur lui, comme base, un triangle
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-gnant par x, abscisse de lextremité-d'un des interval
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équilatéral de I'hauteur Ay, Duans les parties restantos do Vinteryully
(0, 1) (c'est-d-dire dans les intervalles (0, (1 - 6,)/2) ot ((1-4- 6:)/2,1)
déterminons des intervalles concentriques de longucur d, et con.
struisons sur eux, comme hases, des triungles équilatéraux do 'hau-
teur hy. Procédons ainsi de suite in infinitum, en construisant toy.
jours sur les intervalles de longueur 4, (dont le nombre est 2"y
comme baves des triangles équilatéraux de huuteur h,.

- Les ¢dlés de nos triangles nous donnent Fimage d'une fonetioy
/(x), définte dans un ensemble des intervalles, dense duns (0, 1),
En posant pour tous les .auires points x de (0,1) flaey == 0, noug
obtiendrons une fonetion continue, définie -dans (0, 1), satistaisant,
comme on le voit sans peine, aux conditions (N) ot (1)), Notro
fonction g'annule dans un ensemble parfuit non denso £ de wmesure
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Pl=1- Yaig,,
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done positive, d’aprés (I),
Je dis que f(#) ne posséde de dérivée dans aucun point £¢ P,
- En effet, parmi les 2~ intervalles do longueur 4, il existe,
d’aprés la construetion de Fensemble P, un et un soul dont le cen

?
tre est le plus proche de & In désignant par w, Uabscisse de oo
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ce qui croit indéfiniment pour n— oo, d'aprés (II) IDautre part &
est un point d'accumulation des intervalles contigus & F. Bn dési-

les -6, la plus
proche de £ nous aurons T & @, £ pour n—s oo at

&)~ Sz

P =0 (pour 5= 1,2,. Loy

¢e qui prouve que f'(2)

ne posséde pas aun point & une dérivie i
finie ni infinie. |






