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Sur les dérivées généralisées.
(Extension des résultats de M. Mé.Zurkiewiez).
_ Par
Herman Auerbach (Léopol). |

Dans cette note je me propose de généraliser les théorémes sui-
vants démontrés par M. Mazurkiewicz I):

1. Une fonction f(x) continue dans Ulintervalle (a, b) et remplis-
sant la condition: '

lim f(‘”+h);};f(“’“h) = 0 a<z<b
h—>()

se réduit dans cet intervalle & une constante.

2. 7(z) étant une fonction bornée dans Pintervalle (a, b) et rem-
plissant la condition '

lim (24 + /(o — k) — 27 @] = 0

& Vintérieur de cet intervalle, (1) Uensemble de discontinuités de f(x)
dans (a,b) est de mesure nulle, (2) f(x) est de premiére classe dans (a, b).

3. f(z) étant une fonction bornée dans Ulintervalle (a,b) et rem-
plissant la condition | |

fin O TR S0 H =2/

& lintérieur de (a, b), Uensemble de discontinuités de f(xz) est non
dense dans. (a, b).

1) 8t, Mazurkiewicz O pierwszej pochodnej uogdinionej. (Sur la dérivde
premiére généralisée). Prace mat. fiz. T. XXVIII, (1917). p. 79—85. — O zwig- |
zku miedzy istnientem drugiej pochodnej uogdlnionej, a ciggloscia funkeji. (Sur
la relation entre Dexistence de la dérivée seconde généralisée et la continuité de
da fonction). Prace mat. fiz. T. XXX. (1919). p. 225—242.
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4. Si la fonction 7(x) est bornée dans (a,b) et admet & Uintéricur
de (a, b) une dérivée seconde généraliste, alors (1) f(x) est de classe
1 dans (a, b); (2) Uensemble de discontinuités de f(x) est de mesure

nulle et non dense dans (@, b). | N
Lemme 1 Soit f(x) une fonction satisfaisante auw conditions:

19 |f(@)| <+ oo dans Vintervadle (a; b) ")

(A) k20 |
R —FER g o ot
30 f¥ (x) = 1,.1_{%- 5 0 pour presque tow
x de (a, b).

Définissons pour n >0
L) =F@) dans B(—n<f<n)
- Sulz)=n n B>
f@=—n o B(F<—n
La fonction f,(x) satisfait aussi aux conditions (4)
Démonstration. On a par définition de f, ():

fufr) = !f(m)+n| ; @) —n ', done
fale +B) — fuls 0 _
| | 2h
_ | flath)tn—flz h)tn] _ flat-h)—n mlf(~'fb'~"~~~h,);j_zg_l\‘,\1
| ih 4h =
|flath)tn|— S e—hdn] | At —n]— | fa—h)—n]
<| i T+ in S
, f@+h —fle—h)
<2 { Y '

Lemme II. Une fonction f(x) satisfaisante aux conditions:

1% f(x) finie et continue dans Vintervalle (a, D).

Jet W4/ —h=27@) |, cach

20 [im |
(B) | 1. —h) —
30 f**(x)= l’inolf b+ fle—h —2] (m)__:__ 0 pour pres-

0 | h?
‘ T

. gue tout = de (a, b).
est une fonction linéaire.

1) lei et dans la suite l'intervalle (a, b} peut &tre fermé ou non.,
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Démonstration. La démonstration résulte immédiatement d'une

' généralisation du théoréme bhien connu de H, A. Sechwarz due

4 M. de la Vallée Poussin?). .
Théoréme 1. Une fonction f(x) mesurabie et satisfaisante auz

condilions (4) dans Uintervalle (a, b) est pr esgue partout constante dans
cet intervalle.

Démonstration. Posons F, (z) = f J. (#) di. Alors
| Fy(@+h)+ F.w—h) — 2F, (w),__
h-t-o ‘ h2

fim 7;§ f Z—H)‘, /il t)‘)tdti f(x+h)*f§.(m—h)i
n>-0 | 5 , = h—»o 2h |

La fonetion £, (#) remplissant d’aprés le Lemme I les conditions
(4), F,(x) satisfait aux conditions (B). F,(x) est donec (Lemme II)
une fonetion linéaire et f,(z), qui est presque partout sa dérivée,
a une valeur gonstante ¢, dans un ensemble E, de mesure b — a.
Or on a f(x) whm f (%), donc f(z)=lim ¢, = ¢ dans I'ensemble

Bn=D0

E=1T £, dont la mesure est aussi b — a.

p=1 .

Théoréme II. Le minimum n(x) et le mazximum M(x) dune
fonction f(x) remplissant: les conditions (A) duns Uintervalle (a, D)
(mesurable ou mon) sont presque partout constantes et presque paitout
continues dans cet intervalle.

Démonstration Posons @, (x) = [ f,(f) dt, I'intégrale étant prise

au sens de Darboux. On a

@“ (x—}—h)—}— Q, (x — h) — 2(15,,(1)

5
ff (z+ t)dt——jf,,(xw—-t)dt
— ]~2° - -

La fonetion f, () satisfait aux conditions () d’aprés le Lemme L

a<<x<bh

1) Ch. de la Vallée Poussin. Cours d'Analyse Infinitésimale T. I 3me
éd. Louvain Paris 1914, p. 287.

4%
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On a done pour h suffissmment petlt en désignant par €. un nom-
bre positif convenablement choisi

@w®~%h<ﬂx+ﬂ<f@wn+2m 0 << t<Ch

ff (z—1) dt-—2eh2</}‘ (w+t)dt5fj,. (@-t) b =2 & B2

— mzﬁ
done 11m; 0. w-—l—-h)—l—@h;: (w)’$2 < o0,
() ! ‘

Si en particulier /7 (z) =0, ce qui a lien pour presque fout a,
alors on peut supposer ¢ aussi petit que l'on veut. Par eonséquent
D% (z)==0. La fonetion @,(x) satisfait done aux conditions (B)

d'ol il résulte qu'elle est linéaire. Or on a @B, (x) == / M, (f) d¢ ).

En raisonnant comme duns la démonstration du théordme I et
en utilisant la relation M () == lim M, (), on voit que M (x) a pres-

| gt * )

que partout une valeur constante M. Enfin, M (#) étant semiconti-
nue supérieurement, cette fonction est continue en tout point ol
elle prend la valeur M. De méme pour m (p).

Théoréme II1. (de M. Mazurkiewicz). Une fonction f(x)
définie dans l’mtérvaile (a, b), bornde et remplissant la condition

(Cj hm [fle+ i)+ fl@—h)—2Ff@)]=0 a<<w<b

h—e(}

est presque partout continue dans cot intervau«'

-

Démonstration %), Posons @ () == / (t)dt, @ (x / S (@)

Alofs

re———

h

| 7+tﬂ+/fxwtd
Dloth) —Dlo—1) Kf-m“{ : -

La fonction }‘( %) remplissant la condition (('), on a pour 0 < ¢t <
< h (z, 8)

1) Voxr p. o. C Carathdodory. Vorlesungen iber reells Funktionen, Leip-

?) Cette démonstration est plus simple yue celle de M, Mazurkiewics
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21 (x) ——f(:c——t)—e<f(x+t)<2f(.z:) —fle—t)+e 0=it=<h

[2.f (z—] --fj(x—-t)dt<jfx+t)dt<[zf(.c)+eh-_ffx_.t dt

|df(m+h)9h @ _ 0

done

€
SQ,
P* () = f(x) et de méme P* (z) == f(=) (a < z<b).

D’aprés le théordme I la différence @ (z) — @(z) est une con-
stante. Cette constante étant égale & zéro 4 cause de @ (a) =0 (a)=0,
f(x) est intégrable (R), done presque partout continue.

Théoréme IV. Une fonction f(z) finie, intégrable et remplissant
la condition (C) dans Uintervalle (a, b) est de premzére classe de Baire
dans cet intervalle. '

Démonstration. En posant F(z)= f JfE)dt on a

i P&+ — Fla—h _ . /f(wft) + Sz t)2dt=__f(x)
rest 2h w0 2h
7 Lemme III. Soit (S): Zq),(x) une série de fonctions conti-
p=ny

oa

nues dans Uintervalle (a, b) et 2' a, une série convergente & lermes
=1
positifs ). Supposons quw'a chague = de (a, b) corresponde un nom-
bre naturel N(x) de maniére que | @,(z) | <a, pouwr n> N(z)
(ce qui entraine la convergence absolue de (S)). Alors dans chaque
sous-intervalle de (a, b) il eriste un autre, dans lequel la série (S)
converge uniformément (vers une fonction continue).
Démonstration. On peut évidemment supposer que N(z) est le
plus petit nombre naturel possible. Il suffit de prouver que chaque
sous-intervalle (a/,') de (a, b) contient un autre dans lequel N(x)
est borné.
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) On pourrait, plus généralement, supposer, que les ¢, sont des fonctions de

* non negatives et semi-continues supérieurement et que la série 2 @y converge
y =1
uniformément dans {a, b).
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Or, ‘dans leo cas contraire il existe dans (', ") un point «, de
sorte que N(2)>1. N(z,) étant minimal on & | @y, (@) ][> ay,,,
done N(#)>> N(x)>1 dans un intervalle fermé d; contenn dang
(a’,4), Dans d, il existe de méme un intervalle fermé d;, dung
lequel N(z) > 2 et ainsi do suife, Les intervalles d;, ont au moing
un point commun et en ce point N(x) surpasse tout nombre nutu-
rel, ce qui est impossible,

Théovdme V. Leuseinble de points de discontinuité d’une fone-
tion f(x) finie, intégrable et remplissant lao condition

her h
est non dense dans (a, b) 1) |
Démonstration. On a pour a < < ()’ O<<h < h (x)

a<w<h a>0

Fa<h)— F(p—h .
. Bt Kol g
.’ l ) + | d | | h
'71 /j_(.x:—{—i) ~+—ﬂm ~ 1) ""‘“f(-”) 9 4o | < 1/2 1% b < he
2/2'0 e | 2h :

Soit (¢, ¥') un intervalle quelconque contenu -dans (a, D),

a<la' <0 <b Il existe évidemment une suite {h,} remplissant
les conditions ;

AR>S hy >0 2% o' —h >a, U b <<b;

x
« 30, 5 5 convergente. Posons

Vo=l
| . F h,) — F(x — h,
T, () = (‘”+ )Qh (.'L' )

Alors on a pour u > N(x).
@ —f@) | <hay | By @) —F(@) | < Ky,

donc‘ o
| T (@) — Taa) | <208

5 Ce théoreme devient inexact lorsqu'on rarhplnce la condition (Do) par (0),

- M. Mazurkiewicz a en effet démontré 1'existence de fonotions borndes et rems

plissantes la condition (C), dont I'ensemble des points de discontinuité est identi-
que 4 un ensemble dénombrable arbitrairement donné,
Remarquons encore que le téordme 'V ef s démonstration subsistent Jorsqu’on

y remplace h* par une fonction @ (k) tendant vers zéro aveo b et daillewrs quel-
conque, | |
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Il suffit maintenant d’appliquer le Lemme III & la série

T, @)+ Y (T @) — T, (2)]

laquelle représente f(x) dans (¢, b'). _
Les résultats de M. Mazurkiewicz sont des simples consé
quences des théorémes énoncés ci-dessus.

Remarque. Le théoréme III (p. 52) est valable dans le ecas
plus général od'la condition (C) n'est que presque partout vérifiée,
car la fonetion @(xz) — @ (z) (p. B3) satisfait alors encore aux con-
ditions (4) ‘

(Addition faite pendant la correction des épreuves).






